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Par M. Omun BONNET, 

R^p^titeur i Fi^ole Polytechnique. 



^' I. — Demonstrations simples de t existence des UgneS de courbure^ jJ 

des theoremes (lEuler, Meunier, Dupin^ etc. 

I . Soit une sur&ce representee par Tequation 

Considerons un point A sur cette surface, et la norniale AN en ce point 
{fig. I ); les cosinus des angles que la droite AN fait avec les parties posi- 
tives OX, OY, OZ des axes des coordonnees auront respectivement pour 
valeurs 

— p —g ___!__. 

VH- p* -h 9* v^H-p*-h9' n/i 4- p* -f- 9* ' 

(*) Ce Memoire etant d'abord destine ^ former une These , nous avions place dans le § I, pour 
oblenir une exposition complete de la theorie des surfaces , quelques resultats conn us et publics 
recemment par M. Bertrand : nous n'avons pas cru devoir les supprimer ici, dans la crainte d*alterer 
I'ensemble de notre travail; du reste, ces resultats ne sont qu'en petit nombre. On trouvera aussi 
dans les §§ m, V, VH la substance du/Memoire sur la theorie des lignes tracees sur une menrie 
surface, qui a ete presente k TAcademie le ii nbvembre i844* 

XXXJP Cahier. i 
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p et q representant les derivees partielles 

dz dz 
dx dy 

dediiites de Tequation de la surface, et le radical etant pris positivement, si 
nous supposons, comme il convient de le faire, pour fixer les idees, que 
la normale AN soit menee dans la region de I'espace que Ton considere 
comme exterieure a la surface, et qui est celle pour laquelle la coordonnee z 
recoit un accroissement positif lorsque, laissant a? et j constants, on passe 
Am point A a un point infiniment voisin situe dans cette region exterieure (*) . 
Preiions sur la surface deux autres points B et G infiniment voisins de A, 
et de maniere que les deux droites AB et AG soient perpendiculaires Tune 
k I'autre; de plus, et afin qu'il n'en resulte plus tard aucune difficulte dans 
Temploi de ces droites, supposons que AB, AG et la normale exterieure AN 
soient respectivement situees, par rapport au point A, comme le sont ordi- 
nairement les parties positives de trois axes de coordonnees rectangulaires 
I'onsiderees dans Tordre OX, OY, OZ, par rapport a leur origine O, c'est- 
ri-dire de maniere qu'en se placant suivant AN, les pieds en A et la tete en 
N, on ait AB a sa gauche et AG a sa droite. Si nous appelons A, At? v les 
angles moindres que i8o degres que la droite AB faitavec les parties posi- 
tives des axes des coordonnees, et A^ , ytt^ , v^ ceux que la droite AG fait avec 
les pTifties positives des memes axes, nous aurons, en n^gligeant les infini- 
ment petits du second ordre, 

, -f -F AB \.Jl±Pl±3l cos A + ^'Y-^y' cos^A 



V'l-t- p' -(- 7* 




AB\-^~V -^^cosA 



ABV-5^i±^l±rcosA 
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sli+p^^q* 



^i -+-;?• 4- ^* ^ ^r 



COS/ 



COSyU; 



(*} L ne surface partage, en general, l'es(>ace en deux regions , dont I'une , arbitrairement choisie 
li^aiileur^ , est appelee la region exterieure, et Tautre la region interieure. Pour tons les points d'une 
itithne fi^gion, le premier membre de Tequation de la surface a le mSme signe , et pour deux points de 
region iltfferente, le signe estcontraire; ordinairement on dispose du premier membre de Tequation 
de maui^re qu*il soit positif pour les points de la region exterieure. 
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pour les cosinus des angles que la normale menee exterieurement a la sur- 
face au point B fait avec les parties positives des axes; et 
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___ _ AC \J^^. cosA. + l^^^cos,. j 

pour les cosinus des angles que la normale menee exterieurement a la sur- 
face au point C fait avec les memes parties positives des axes. 

2. Supposons maintenant que la normale AN soit prise pour partie posi- 
tive de I'axe des z, AB pour partie positive de I'axe des x, et AG pour partie 
positive de Taxe des j, auquel cas 



-> 

2 



p = Oj q = Oj A = o, /u = v 

fz, =0, A, = V, =^, 

il viendra 

— r.AB, — ^.AB, I 

pour les cosinus des angles que la normale menee exterieurement a la sur- 
fece au point B fait respectivement avec les droites AB, AG, AN, et 

— ^.AG, — ^.AG, I 

pour les cosinus des angles que la normale au point G fait respectivement 
avec les memes droites AB, AG, AN, en posant, bien entendu, comme on le 
fait ordinairement, 

d^z dp d^z dp dq d^z dq^ 

dx^ dx ' dxdf Tfy Ix ' ^^ dj 

Nous conclurons de la que si AB = AG, Tangle plus petit que i8o degres 
que la normale menee exterieurement a la surface au point B fait avec la 
droite AG, est egal a celui que la normale menee exterieurement a la surface 



J. 
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au point C feit avec AB; ou, ce qui revient au meme, que Tangle infiniment 
petit que la normale au point B fait avec le plan NAB, cet angle etant 
toutefois precede du signe + quand la normale en B tombe du cote du 
plan NAB oil se trouve AC, et du signe — dans le cas contraire, est egal 
et de signe contraire a Tangle que la normale au point C fait avec le plan 
NAG, ce second angle etant aussi positif ou negatif, selon que la normale en C 
tombe ou non du cote du plan NAC oil se trouve la droite AB', qui est placee 
par rapport a AC comme AC Test par rapport a AB. Depouillant ce resultat, 
pour le rendre plus clair, des conventions faites sur le sens des normales et 
des droites AB et AC, et sur les signes des angles, on obtient le suivant : 

3. Si sur une surface on prend trois points A, B, C infiniment voisins 
et formant un triangle isocele et rectangle en A, et que par ces points on 
rnene des normales a la surface^ toutes les trois du meme cote de la surface, 
f angle infiniment petit que la normale au point ^fera avec le plan de AB 
et de la normale au poini A sera egal a Wangle infiniment petit que la nor- 
male au point Of era avec le plan de AC de la normale au point A; deplus, 
les normales aux points ^ et C se trouveront, ou toutes deux dans tinte- 
rieur de tangle diedre droit Jorme par le plan de AB et de la normale au 
point A, et le plan de AC et de la normale au point A, ou bien toutes deux 
a texterieur de cet angle diedre. 

4. De ce qui precede on peut facilement conclure, avec M. Bertrand, 
r existence des lignes de courbure. 

En efFet , conservant la figure du n*" 1 , concevons que Ton fasse tourner 
le plan NAB autourde NA et de NAB vers NAC; en meme temps imagi- 
nons que, par les differentes positions que viendra occuper le point B, on 
mene des normales a la sur&ce, toujours exterieurement a cette surface; 
chacune des normales fera avec le plan NAB, pris dans la position corres- 
pondante, un angle qui variera, quand on passera d'une position a la 
suivante, d'une maniere continue et de facon a changer de signe quand le 
plan NAB sera venu s'appliquer sur NAC. Cela nous montre evidemment 
qu'entre NAB et NAC, il existe au moins une position du plan NAB pour 
iaquelle la normale a la surface au point B se trouve dans ce plan : ainsi 
se trouve demontree Texistence des lignes de courbure. Reste a determiner 
combien il passe de ces lignes par un meme point A de la surface. 
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5. Prenons pour partie positive de Taxe des z la normale menee exte- 
rieurement a la surfoce au point A {jig- 2), pour axe des x la tangente a la 
ligne de courbure connue qui passe par ce point, enfin pour axe des r une 
perpendiculaire a Taxe des a; et a celui des z, cet axe des 7 se trouvant des 
lors, comme Taxe des x^ situe dans le plan tangent de la surface au point A ; 
de plus, supposons, comme plus haut, que les parties positives de Taxe des r 
et des J soient choisies de telle sorte, qu'en se plaint les pieds en A, la tete 
en Z, on ait la partie positive de Taxe des x a gauche, et la partie positive 
de Taxe des y a droite. D'abord Taxe des j sera tangente a une seconde 
ligne de courbure passant en A, c'est ce qui resulte du theoreme de 
M. Bertrand, enonce au v^ 5; et Ton aura non-seulement 

mais encore 

^ = o, 

ainsi qu'on le voit en se reportant aux formules du n"" 2. 

x\insi, nouspouvons deja conclure qu'il existe deux lignes de courbure 
passant en A, et perpendiculaires Tune a I'autre en ce point ; je dis, de plus, 
qu'il n'en existe pas d'autres. Prenons, en effet, une direction quelconque AX' 
dans leplan desoj; en appelant a Tangle positif (*) de cette direction avec A\, 
nous aurons, d'apres les formules du n^ 1, pour les cosinus des angles que 
fait avec les parties positives des axes des coordonnees la normale menee exte- 
rieureraent a la surface en un point D, infiniment voisin de A et situe sur AX', 

— AD.rcosa, — AD.^sina, i. 

De la on deduit aisement le cosinus de Tangle que la normale au point D 
fait avec la droite AY', qui occupe dans le plan des xy^ par rapport a AX', 
la meme position que AY par rapport a AX, ou, ce qui revient au meme, 
aux infiniment petits pres du second ordre, Tangle infiniment petit que la 



( * ) Par angle positif d'une droite de direction determinee , et situe dans le plan des xy avec la partie 
positive de Taxe des jc, j'appelle) comrae on le fait toujoursen geometrie analytique , Tangle compte 
en allant de la partie positive de Taxe des x vers la partie positive de Taxe des y\ on comprend de 
meme ce que sera Tangle positif d*une droite situee dans un autre plan coordonne avec la partie 
positive des axes sidies dansce plan. 
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normale exterieure en D fait avec le plan ZAD, cet angle etant toutefois 
precede du signe -+• toutes les fois que la normale en D tombe du cote du 
plan NAD oii se trouve AY', et du signe — dans le cas contraire. On trouve 
ainsi 

AD sina cosa (r — t). 

Si AX' etait la direction d'une nouvcUe ligne de courbure, Texpression pre- 
eederite devrait etre nulle. Or c'est ce qui ne peui arriver en general. En 
effet, sin a cos o( est different de zero, et r — ^ ne peut pas non plus etre 
nul, sans quoi toute direction autour du point A serait celle d'une ligne 
de courbure; et ce cas, pour lequel le point A est dit un ombilic de la sur- 
face, est purement exceptionnel. 

6. Proposons-nous maintenant de trouver les rayons de courbure des 
differentes sections normales faites dans la surface an point A, et d'e- 
tablir les relations qui existent entre eux. Conservant la figure du nu- 
mero precedent, nous pouvons, en premier lieu, trouver aisement les 
rayons de courbure correspondant aux sections normales ZAX, ZAY qui 
sont tangentes aux lignes de courbure passant en A, et que Ton nomme 
sections principales. Ces rayons sont en effet respectivement egaux, en 
negligeant des infiniment petits du second ordre, et en faisant d'abord 
abstraction des signes, au rapport de Telement AB de la premiere section 
normale au cosinus de Tangle que la normale a la surface au point B fait 
avec AB, et au rapport de Telement AC de la seconde section normale 
au cosinus de Tangle que la normale a la surface au point C fait avec AC; 
de telle sorte qu'en les appelant R, R', et conservant les notations posees 
plus haut, on a 

R = --, R' = --. 

Ajoutons seulement que la generalite des valeurs precedentes exige que les 
rayons de courbure R et R' soient precedes du signe -h quand le centre 
de courbure correspondant se trouve sur la normale interieure, et du 
signe — quand le centre de courbure est sur la normale exterieure. 

7. Soit en second lieu une section normale quelconque ZAD : le cosinus 
de Tangle que forme avec AD la normale menee exterieurement a la surfa.ce 
au point D peut etre considere, aux infiniment petits pres du second ordre. 
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et abstraction faite du signe, comme egal a Tangle que la projection de 
cette normale sur le plan ZAD forme avec Taxe des z. Done ce cosinus, 
divise par AD, donne la courbure de la section normale ZAD que nous 

appellerons -i p etant deslors le rayon de courbure; seulement, il est impor- 
tant de le remarquer, ce rayon de courbure a ainsi un signe, qui d'ailleurs est 
determine de la meme maniere que pour les sections principales. Or « etant 
Tangle DAB, la normale exterieure k la surface normale au point D fait avec les 
axes, comme on Ta vu {rf 5), des angles dont les cosinus sont respectivement 

— AD.rcosa, — AD.^sina, i: 

le cosinus de Tangle de cette normale avec AD, ou, ce qui revient au meme, 

Tangle positif ou negatif de la projection de cette normale sur le plan ZAD 

avec AZ est done 

— (rcos^a -f- ^sin^a) AD; 
par consequent. 



- = — rcos^a — tsin^oc = ^ cos^a + T57sin^a. 

C'est la relation que Ton doit a Euler. On pent, comme 1 on sait, en tirer 
plusieurs consequences importantes. Nous nous bornerons a indiquer la sui- 
vante qui, du reste, les comprend toutes implicitement. 

8. Si I' on comtruit une ellipse ay ant pour axes 2 v^R e^ 2 vR', le diametre 
de cette ellipse ^ qui fait ai^ec I' axe 2 VR I' angle ol^ sera egal a 2 Vp, cest-ordire 
au double de la racine carree du rayon de courbure de la section normale 
que Jait un angle a a^^ec la section principale correspondante au rayon de 
courbure R (*). 

9. liCS valeurs des rayons de courbure R et R' obtenues dans le n** 6 



(*) Dans cet enonce, on suppose les rayons de courbure R et R' positifs. Mais il est bien entendu 
que si R et R' sont Tun et Tautre negatifs, auquel cas p est hii-meme toujours negatif, on doit rem- 
pJacer R, R', p respectivement par — R, — R', — p ; et que si un seul des rayons de courbure R, 
R^ est negatif, R' par exemple, auquel cas p peut etre ou positif, ou negatif, au lieu d'une ellipse, 
on doit prendre une hyperbole ayant 2 y^R pour axe transverse , et 2 ^ — R' pour axe non transverse, 

et qu'alors le module de 2 \/p est un axe transverse ou non transverse de cette hyperbole , selon que p 
est positif ou negatif. 
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permettent de mettre sous une autre forme la valeur 

AD sina cosa (r — t) 

de Tangle £, positif ou negatif selon les cas indiques au n'' 5^ que la normale 
exterieure a la surface au point D fait avec le plan ZAD; il est clair, en effet, 
qu'on pent ecrire 

i = -iADsin2a^l-j^y 

Cette formule est due a M. Bertrand. 

10. Nous pouvons aussi calculer facilement Tangle infiniment petit que 
forment deux normales a la surface menees par deux points consecutifs. 
Considerons sur la surface un rectangle infiniment petit ABCD (Jig. 3), 
forme par des elements de lignes de courbure, et proposons-nous de trouver 
Tangle que forment les deux normales aux deux sommets opposes A et C de 
ee rectangle^ et menees d'un meme cote de la surface. Par un point quel- 
conque O, tirons des paralleles aux normales en A, B, C, prenons sur ces 
paralleles des longueurs OA', OB', OC' respectivement egales a i , et joignons 
A'B', A'C, B'C; nous aurons un triangle A'B'C sensiblement plan et rec- 
tangle en B', qui nous donnera 



A'C'' = A'B''-hB'G'\ 

O il est clair que A'C est Tangle fl que nous cherchons, et que A'B' et 

A'C sont egaux respectivement aux valeurs absolues de ^ et ^,- Nous 

appelons R le rayon de courbure positif ou negatif au point B ou au 
point A de la section principale tangente a AB, et R' le rayon de courbure 
positif ou negatif au point B de la section principale tangente a BC, ou, ce 
qui revient au meme, en negligeant des infiniment petits du premier ordre, 
le rayon de courbure au point A de la section principale tangente a AD. 
On a done 

■ «'=(f)-(^y- 

D'ailleurs, en posant BAG = a, 

AB = AC cos a, BC = AC sin a; 
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done 

/ 6 y cos'a sin*a 

d'oij 



ou 



A AT 4 Aos'a sin'a 



H. On pent deduire cette derniere formule de celle de M. Bertrand 
etablie au n'' 9, en raisonnant comme il suit : 

Soient A et D deux points infiniment voisins sur la surface, me- 
nons {Jig. 4) par un point quelconque O les lignes OA', OD', OD'^ res- 
pectivement paralleles a la normale a la surface au point A, a la normale 
an point D, et a la projection de cette derniere normale sur le plan de AD 
et de la normale en A. On aura, comme tout a I'heure, en prenant sur ces 
paralleles des longueurs egales a i , et joignant les extremites, un triangle 
infiniment petit, sensiblement rectangle en D'', et qui donnera 



A'D'' = A'D'''4-D'D'^'. 

Or D'D'' pent etre considere comme egal a la valeur absolue de Tangle i que 
la normale au point D fait avec le plan conduit par la normale au point A 
et I'element AD, angle qui est egal, d'apres ce qu'on a vu plus haut (n** 9), a 



AD . /i i\ 
--sm2a(^^-^,) 



en representant par R et R' les deux rayons de courbure principaux de la 
surface relatifs au point A, et par a Tangle positif que fait AD avec le plan de 
la section principale correspondante au rayon de courbure R; A'D'' est egal 
a la valeur absolue du rapport de AD au rayon de courbure p au point A de 
la section normale a la surface dirigee suivant AD; enfin, A'D' est evidem- 
ment Tangle 9 que nous cherchons. Nous avons done 



«"=^'[(R-ffy -;-+?]■ 



ou en remplacant - par sa valeur deduite de la formule d'Euler, 



I cos' a 
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il vient, comme on Ta deja trouve, 

H A T\ 4 A^s' a , sin' a 

12. Cette valeur peut etre mise sous une forme beaucoup plus simple. 
Considerons la section conique qui a pour axes les modules de 2y/R et 
de 2y/R^, etdont il a ete deja question au n°8; appelons 2d\e diametre 
reel ou imaginaire de cette courbe qui fait Tangle a avec I'axe 2 ^/R, et 2 d/ 
le diametre conjugue de 2^: on aura, d'apres des formules de geometrie 
analytique connues, 





['angle 


I cos* a sin' at 
d'~ n ' R' ' 

I RR' 


Done 

Mais f etant 
Done 


ri" ~ d' (R' sin' « -+- R"cos' «) 

\Ad) ~"rf'RR' 
des deux diametres conjugues ac^ et 2c^', on a 
</'rf"sin»(p = RR'. 


d'oii 
oil, enfin, 


VaD^ "~/i»sin«9' 

a' sm (f 
9-H- ^^ ; 



p sm (f ' 



p representant, comme plus haut, le rayon de courbure positif ou negatif 
de la section normale qui fait Tangle positif a avec la section principale cor- 
respondante au rayon de courbure R. 

15. La formule que Ton vient d'obtenir presente, a cause du signe d= 
de son second membre, une ambiguite qu'il est possible de faire disparaitre 
en donnant un signe a et une autre definition a Tangle ^ : c'est ce que nous 
allons expliquer. Je dis d'abord, avecM. Dupin, que (p est tangle que forme 
la tangente AD (fig. 3) de la section nor male correspondante au rayon de 
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courbure p ai^ec la plus courte distance des normales a la surface rhenees 
par les deux points infiniment uoisins A et Dj ou, ce qui revient au memCy 
avec I' intersection des deux plans tangents en AetJ). En efFet, le plan tan- 
gent en un point quelconque a pour equation 

X, Y, Z etant les coordonnees courantes, et .r, j, z les coordonnees du 
point de contact. Prenons sa trace sur le plan des ocy^ on aura 

-z=p(X-x)-^q{Y-y); 

et si nous supposons que le point {x, j, z) soit le point D, auquel cas 

X = AD cos a, / = AD sin a, z = o, 
p = AD (r cos a -f- ^ sin a) , q = AD {s cos a -h ^ sin a) , 

il viendra, en negligeant les infiniment petits du second ordre, 

o = X (r cos a + 5 sin a) -f- Y (^ cos a -f- ^ sin a) , 

et en remarquant que AX est la direction d'une ligne de courbure, 

Xr cos a + Y^ sin a = o. 

Y r 
Or le coefficient angulaire de cette droite est ^ = cot dt, celui de AD 

est tang a; done le produit de ces deux coefficients angulaires = — -• 

Cela prouve que AD et Tintersection du plan tangent en D avec le plan 
des ay^ ou le plan tangent en A, representent en direction deux dia- 

metres conjugues de T ellipse qui a pour axes les modules de -== et de -j= ? 

ou de 2 ^R et de 2 y/R', d'apres le n** 6. Ainsi, Tangle (p est bien Tangle que 
fait AD avec T intersection des deux plans tangents en A et D, ou mieux avec 
la perpendiculaire commune aux normales correspondantes. Ceci pose, si 
Ton suppose que les deux normales en A et D dont on veut avoir Tangle 

2. 
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soient exterieures a la surface; que cet angle 9 soil considere comme positif 
ou negatif, selon que la normale en D tombe ou non du cote du plan de la 
normale en A et de AD oil se trouve la direction AY' definie au n*" 5; que ? 
soit Tangle positif (c'est-a-dire compte de AX' vers AY') que forme avec 
AX' la perpendiculaire commune aux deux normales en A et D, prolongee 
de la premiere a la seconde de ces lignes, et enfin que p ait le signe que lui 
donnent les conventions faites au n** 7, on reconnait que le signe — est celui 
qu'il faut toujours adopter dans le second membre de la formule du numero 
precedent; de telle sorte que Ton a simplement 

9=.- ^» 



p sm(p 



Pour se convaincre de ce que nous avancons, il suffit de reniarquer que le 
point oil la perpendiculaire commune aux deux normales en A et D ren- 
contre la premiere de ces normales, est toujours compris entre le point A 
et le centre de courbure de la section normale a la surface dirigee suivant 
AD, comme on le voit aisement en construisant I'epure qui sert a determiner 
cette plus courte distance, dans Thypothese oil le plan de la normale en A et 
de AD est Tun des plans de projection. 

14. Nous allons encore chercher Tangle de deux normales infiniment 
voisines a une surface par une methode qui nous conduira a quelques con- 
sequences dignes de remarque- 

Posons-nous la question de la maniere suivante : Etant donnee une courbe 
quelconque A/nB {Jig* 5), on lui mene par ses differents points des nor- 
males, et il s'agit de determiner Tangle que forment deux de ces lignes infi- 
niment voisines. 

Soient m^ m, mm\ nirri^ trois elements consecutifs de la courbe AmB; par 
le point m menons : i"* celle des normales considerees qui se rapporte a T ele- 
ment mm', et que nous appellerons mN; 2^ une parallele a celle des normales 
considerees qui se rapporte a T element m'm", que nous appellerons mN'; 
3"* une perpendiculaire a mni situee dans le plan N'mm^ de mN' et de la 
parallele mm^ a w!ni!\ que nous appellerons mP. Ces trois droites for- 
meront un triedre dont les angles plans seront tous trois infiniment petits, 
et dans lequel les deux faces NmP et N'mP seront sensiblement perpendi- 
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culaires Tune a Tautre; on aura done 



en meme temps le triedre mPrn'm^ donnera 

o = co^Vmm\ cos m' mm" + sinPrnrn'^ s\nm!mm\ cosPmrn^^, nirnm\^ 
ou, en negligeant les infiniment petits du second ordre, 

o = i PmN' -h ni'mm\ cos Pmm\ , nimm^ , 

le signe superieur ou le signe inferieur devant etre pris, selon que Tangle 
Pmm'j est aigu ou obtus. 

Par le point m menons encore la normale principale mC de la courbe au 
point m, une parallele mOI a la normale principale au point m', et enfin une 
perpendiculaire mD a mn{ dans le plan osculateur mmm'' au point m'. 
Si nous appelons 9 Tangle infiniment petit NmN', precede du signe + ou 
du signe — , selon que la normale mN' tombe ou non du cote du plan m'mN, 
oil se trouve la droite mE qui occupe, par rapport a mm! et a mN, la position 
ordinaire de Taxe des y par rapport a celui des x et a celui des z\ que, 
de plus, dr soit Tangle de contingence m'mm^ au point nt ou au point m, 
dco Tangle CmD des plans osculateurs en m et m', ou plutot la difference 
positive ou negative des angles positifs (c'est-a-dire comptes de mN vers 
mE) que forment avec mN les deux droites mD et mC; et enfin a Tangle 
•positif que fait avec mN la normale principale mC, de maniere que « -h c/a 
soit Tangle analogue que forme avec mN' la normale principale en rn^: d*a 
bord la premiere de nos egalites reviendra a 



9^ = NmP'^- N'mP', 
et la seconde a 

dt PmN' = cos arfr, 

le signe superieur ou inferieur devant etre choisi comme il a ete dit plus 
haut. Puis, en remarquant que les droites mN, mP, mC, mD sont dans un 
meme plan, et que PmD est egal a Tangle que la normale principale de la 
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courbe en m' fait avec la normale mK relative au meme point, ainsi qu'on 
le voit aisement en negligeant les infiniment petits d'un ordre superieur au 
premier, on trouve 

± NmP = da> — doc, 

le signe superieur ou le signe inferieur devant etre adoptes selon que la nor- 
male mN' tombe ou non du cote du plan Nmw' ou se trouve mE. De la on 
deduit 

9^ = cos^ a dr' + {dco — daf. 

lo. Nous pouvons obtenir une autre valeur de 9 : appelons <p Tangle que 
le plan NmN' fait avec le plan NmP, ou mieux Tangle positif (c'est^-dire 
compte de mrri vers mE) que la perpendiculaire commune aux deux droites 
mN et mN', menee du cote du plan NmN' oil se trouve le point m', fait avec 
nmi\ le tfiedre mNN'P donne sans ambiguite 

cosa^/r 
sm<p = — g , 

d'oii 

/) cos a dr 

siny 

16. Le resultat precedent ne differe pas de celui que nous a vons obtenu au 
n"" 12. Supposons en efFet que la courbe AmB soit tracee sur une surface, et 
que les normales mN, m'N', . • • a la courbe soient de plus normales exterieures 
a cette surface; (p sera bien Tangle positif que forme mm' avec la plus courte 
distance des normales a la surface menees par les deux points infiniment 

voisins m et m', et -j- le rayon de courbure change de signe, de la section 

normale dirigee suivant mm\ d'apres le theoreme de Meunier qui va etre de- 
montre un peu plus bas. Quant a la valeur 9 = ± y/cos^arfr^ -h {dof — day 
du n"* 14, si nous la comparons a celle qui a ete d'abord obtenue au n*" H, 

/\ AT\ . /i / I I \^ sin' 2a 

et qui est 9 = AD V/-»H-(r/ — 5^) — 7 — ' on voit que 
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puisque — = — cos a dr ; done 

/ =:it [d^ea — rfa). 

16 bis. La valeur de i que Ton vient d'obtenir devant nous servir dans 
la suite, nous allons la determiner par une autre methode, en tachant de 
fixer le signe qui raccompagne. Je remarquerai d'abord que cette valeur de / 
pourrait etre immediatement deduite de Tune des formules du n"* 14. II 
est clair, en effet, en negligeant des infiniment petits du second ordre, 
que i est egal a Tangle que Ton a appele N/wP dans ce numero; on a done 
i=i±{dco — doL)^ ou simplement i=dco — da, si Ton veut regarder / 
comme positif ou negatif, selon que la normale mN' tombe ou non du cote 
du plan N/wm' oii se trouve mE. Mais on pent encore obtenir la valeur de i 
d'une maniere plus nette et plus directe, comme il suit: Conservons la 
figure et toutes les notations du n° 14, en supposant seulement que AmE 
soit une certaine courbe tracee sur une surface, et que l?s normales ///IN, 
/nN' a la courbe soient, de plus, normales a la surface; menons en outre une 
perpendiculaire mG a mC qui occupe, par rapport a cette ligne, la meme 
position que mN par rapport a /wE, et une perpendiculaire /wG' a mC qui 
occupe, par rapport a cette autre ligne, la meme position que /wN' par rap- 
port a mE'. On voit aisement que les cosinus des angles que fait //?N' avec* 
les trois droites mm\ , mC\ m& sont respectivement, et dans tons les cas, 

o, cos (a -+" rfa) , sin (a -f- da) . 

On peut aussi avoir les cosinus des angles que forme mE avec les memes 
droites mm\, mC\ mG\ En effet, le triedre forme par /wE, mm' elmm\ 
donne d'abord, pour le cosinus de Tangle de mE et de mm\ , 

cos/wE, mm\ == sin arfr, 

dr etant Tangle de contingence m'mm\ de la courbe proposee. Puis, en 
remarquant que mG' est, comme //zG, perpendiculaire a mm', puisque mG et 
m'G' sont des normales aux deux plans osculateurs en m et m' de la courbe 
proposee, on trouve sans peine, pour le cosinus de Tangle de mE avec mG\ 

cosmE, mG' = — cos (a H- da>)^ 
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en appelant, eomme plus liaut, da> la difference infiniment petite des angles 
positifs (c'est-a-dire comptes de mN vers mE) que forment mD et mC avec 
wN; enfin, le cosinus de Tangle de mE et de mO! sera ± sin (a ■+- doo)y pour 
que la somme des carres des cosinus des angles de la droite /wE avec les trois 
droites rectangulaires mm^^ mC\ mG' soit egale a Tunite; et, de plus, on 
voit aisement par la figure, que le signe place devant le cosinus doittoujours 
etre le signe -f- . Ainsi, 

coswE, mOi = sin (a -4- e&>). 

Ayant maintenant les cosinus des angles que les deux droites mN' et mE 
forment avec les trois droites rectangulaires mm^^ mC\ mG', nous pouvons 
aisement calculer le cosinus de Tangle de ces deux droites, ou, ce qui revient 
au meme, en negligeant les infiniment petits du second ordre, Tangle /que 
forme mN' avec le plan Nmm' ; et il vient 

/ = cos (a -h doc) sin (a H- dco) — sin (a -h dot) cos(a H- dco) = sin {doi — da) , 

ou simplement 

i = dco — rfa. 

Telle est la valeur de Tangle cherchee. On voit qu'elle coincide avec celle 
que nous avions obtenue plus haut, et que sa generalite exige que Tangle i 
soit precede du signe -hquand la normale mN'tombe dans Tangle diedre 
positif forme par Nmm' et NmE, et du signe — dans le cas contraire. Pour 
abreger, nous appellerons desormais seconde courbure geodesique d'une 
courbe le rapport que Ton obtient en divisant par Telement de Tare de la 
courbe la difference da> — da des angles infiniment petits dco et da nettement 
definis plus haut: nous basons cette denomination sur ce que, lorsque la 
courbe est une ligne geodesique de la surface, le rapport dont il s'agit se 
reduit a la seconde courbure de la ligne. Ceci pose, le resultat que nous 
venous d'obtenir s'enonce ainsi : Etant donnes une courbe AmB tracee sur 
une surface^ et deux points m et m' infiniment voisins sur cette courbe, 
I' angle i que fait la normale exterieure a la surface au point ni apec le 
plan de la normale exterieure au point m, et de mm\ est egal a la seconde 
courbure geodesique de la courbe au point m, muUipliee par mrri . Ajoutons, 
pour completer cet enonce, que tangle i est positif ou negati/l selon que 
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la nor male exterieure a la surface en m' tombe ou non du cote du plan de la 
normale en m et de t element mm\ ou ton doit mener la perpendiculaire a ce 
plan pour que cette perpendiculaire, que nous appellerons mE, I' element mm' 
et la normale exterieure a la surface en m soient respectivement placees, par 
rapport au point m, comme le sont, par rapport a I'origine, la partie posi- 
tive de ta^e des y et ceUes des x et des z; et que par seconde courbure de la 
courbe mnirri^ . . au point m, on appelle le rapport a mm' de la difference de 
deux angles infiniment petits deo et doL^ dont le premier est t accroissement que 
recoit t angle positif [c est-a-dire compte de /wN vers mE) que forme avec la 
normxile mN a la surfax^e la normale principale mC a la courbe au point /w, 
quarvd on passe de men m\ et dont le second est la difference qui existe 
entre les deux angles positifs queforment avec mN les deux perpendiculaires 
/wD et mC a mm\ menees respectivement dans les plans osculateurs de la 
courbe en ni etenm. 

17. Quand la ligne mmLml! .,. est une ligne de courbure de la surface, 
Tangle que la nonnale a la surface au point rri fait avec le plan de la nor- 
male au point m et de mrri est egal a zero; la propriete precedente nous 
montre done que, pour toute ligne de courbure dune surface , la seconde 
courbure geod6sique est nulle, ou, en d'autres termes, I' angle positif infi- 
niment petit queforment les plans osculateurs correspondents a deux points 
infiniment voisins m et rd est toujour s egal a la difference positive des 
angles que ces plans osculateurs font avec les plans tangents correspon- 
darUs. La reciproque est aussi vraie. 

Ce curieux theoreme, qui a ete enonce, pour la premiere fois, par 
I^ncret, dans son premier Memoire sur les lignes a double courbure, et 
dont M. Liouville a donne plus tard une demonstration geometrique tres- 
simple [Journal de Mathematiques, tome XI), est tres-fecond en conse- 
quences utiles: on en deduit, par exemple, que si deux surfaces se coupent 
partout sous un angle constant, et que la courbe d'intersection soit une ligne 
de courbure de Tune des surfaces, elle sera aussi une ligne de courbure de 
la seconde surface. 

18. La formule 

osin© 
XXXIP Cahier. 3 
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du n^ 15, peut fournir plusieurs resultats importants ; nous nous borne- 
rons a indiquer le suivant. Supposons que AD fasse, avec la tangaite a la 
section principale correspondante au rayon de couAure R, Tangle que le 
diametre qui a meme valeur que son conjugue dans la section conique dont 
les axes sont les modules de 2 y/R et 2 y/R' fait arec Taxe 2 y/R. On aura 
evidemment 

±:psin(p = y/RR', 

!e signe du premier membre etant celui qui le rend positif, et le second 
fuembre etant reduit a son module; par consequent, 

A — ' 
AD — ^^/' 

^ etant reduit a sa valeur absolue. 

Ainsi, le module de--=r> ou ce que M. Gauss appelle la courbure de 

la surface au point A, est egale a l' angle des plans tangents aux points A 
ct D di^ise par AD, AD ^tant le premier Element de la section normale qui 
fait a^ec la tangente a la section principale correspondante au rayon de 

courbure R un angle dont la tangente est Sgale au module ^ V ^* 

19. Si lasur&ce consideree est une surface reglee, la generatrice rectiligne 
fait evidemment avec la section principale correspondante au rayon R un 

angle qui a pour tangente le module de \/p- On peut done dire que la 

courbure, dans une surface gauche, est egale a Tangle des plans tangents 
au point considere et au point infiniment voisin appartenant a la meme ge- 
neratrice rectiligne, divise par la distance de ces deux points. 

20. Dans les n*** 6, 7, 8, il n'a ete question que des rayons de courbuie 
des sections normales faites dans la surface. Or il existe une relation tres- 
simple entre le rayon de courbure d'lme section oblique quelconque et 
celui de la section normale qui a un element commun sur la surface avec cette 
section oblique. Cette relation, qui est connue sous le nom de theoreme de 
Meurder, peut etre simplement etablie comme il suit: 

Soient OZ [fig. 6) la normale exterieure a la surface en un point quel* 
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conque O, ZOX le plan d'une section normale en ce point, Z'OX le plan 
d'nne section oblique ayant un element commun sur la surface avec la sec- 
tion normale ZOX, et faisant avec elle un angle ZOZ^ que nous appelle- 
rons 9. Par le point A situe sur OX et inBniment voisin de O, menons exte- 
rieurement a la surface, AU normale a cette surface, et AU' normale a la 
section oblique Z'OX; Tangle UAU' sera egal a en negligeant un infi- 
niment petit du premier ordre. Mais le triedre forme par AU, AX, AU', qui 
est evidemment rectangle en AU', donne 

cos UAX = cos U'AX cos UAU' ; ■ 

d'oii, en negligeant les infiniment petits du second ordre, et appelant p et p' 
les rayons de courbure respectifs des deux sections ZOX , Z'OX, 

p' = p cos 9 ; 

ce qui n'est autre chose que la relation annoncee. Ajoutons seulement qu'en 
prenant toujours pour 9 Tangle des normales a la section normale et a la 
section oblique menees par le point de contact O exterieurement a la sur- 
face, il faut, pour la generalite de la formule precedente, que le rayon de 
courbure de la section oblique soit, comme celui de la section normale, 
regarde comme positif ou negatif, selon que le centre de courbure de cette 
section oblique est ou non situe sur la normale a cette section menee inte- 
rieurement a la surface ; et que, si Ton veut considerer le rayon de courbure 
p comme toujours positif, 9 doit etre I'angle que forme, avec la normale inte- 
rieure a la surface, la normale principale de la section oblique dirigee de la 
courbe vers le centre de courbure. 

On pent deduire, du theoreme de Meunier, une consequence remarquable 
due a Hachette, et reproduite plus tard par M. Binet ( Comptes rendus des 
seances de V Academie des Sciences y t. XIX), qui nous sera utile plus loin. 

21 . Considirons deux surfaces S e^ S, , qui, par leur intersection, donnent 
une courbe AmB. Par un point m de cette courbe menons un plan tangent 
a chax)une des surfaces; le plan tangent a la surface S coupera la surface S^ 
suivant une courbe s^^ et le plan tangent a la surface S^ , /a surface S sui- 
vant une courbe s. Supposons que mP et mQ soient, en grandeur et en direc- 
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twriy les courbures respectwes - et - des courbes s et s^ au point m (*) ; si 

ran construit sur mV et mQ un parallelogramme, la diagonale mR de ce 

parallelogramme representera, en gramieur et en direction, la courbure ~ 
de la courbe A/wB au point m. 

Appelons, en efFet, a^ a^ a^ les angles que font, respectivement avee la 
normale interieure a la surface S au point m, les normales prineipales au 
meme point des courbes AmB, s et s^, chacune de ces normales etant 
d'ailleurs dirigee de la courbe a laquelle elle se rapporte vers le centre de 
courbure correspondant ; soient aussi p, i, i, les angles respectifs que font 
avec la normale interieure a la surface S, au point m, les memes normales 
prineipales des courbes AmB, s, s^ : il est evident que Ton aura a, = go"", 
b = 90^; et, d'apres le theoreme de Meunier, 

II II 

^ = - cos a, Ti = - cos a. 

R p ' R r ' 

i-=icos/3, ±=lcos^, 

en appelant R et R, les rayons de courbure, positifs ou negatifs suivant la 
loi indiquee au n^ 7, des sections normales faites dans les surfaces S et S, tan- 
gentiellement a AmB au point m. De la on dcduit sans peine 

- cos a = - cos a-\ — cos a, , 

- COS S = - COS b H — cos b. : 

p ^ r r, *' 

ce qui prouve que la projection de la courbure - de la courbe AmB est egale 

a la somme des projections des courbures 7 et — des courbes ^ et ^, , pour 
deux axes de projection situes dans le plan des directions de ces trois 
courbures. Or cela ne pent evidemment avoir lieu que si - est, en grandeur 

r 

et en direction, la diagonale du parallelogramme construit sur - et 4- 
Comme il fallait le demontrer. 



(*) J'appelle direction de la courbure d'une courbe en un point celle de la droite qui joint ce 
point au centre de courbure correspondant. 
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§ 11. — Demonstrations simples des theoremes de MM. Dupin et I.ame sur 

les surfaces orthogonales. 

22. Le theoreme de M. Dupin consiste, comme Ton sait, en ce que, si 
trois series de surfaces se coupent orthogonalement, leurs intersections ne 
seront autre chose que leurs lignes de courbure. 

Ge theoreme peut etre tres-simplement etabli comme il suit : 

Considerons trois series de surfaces orthogonales, et soient en un point 
A {fig. 7), AX, AY, AZ les tangentes aux courbes d'intersections des trois 
surfaces qui y passent; ces tangentes, que Ton peut aussi considerer comme 
les normales aux surfaces au point A, etant d'ailleurs menees de maniere a 
se trouver en meme temps dans la position ordinaire des axes des coordon- 
nees et dans la region exterieure aux surfaces auxquelles elles se rapportent, 
ce qui est toujours possible , puisque Ton peut choisir arbitrairement la re- 
gion exterieure a chaque surface. Gela pose, prenons sur ces tangentes des 
longueurs AM, AN, APinfiniment petites et egales entre elles; enfin, ima- 
ginons en chacun des points M, N, P les nonnales aux deux des surfaces 
considerees qui passent par ces points. 

Si nous appelons i^ et i^ les angles infiniment petits que les normales NX'^ 
et PX"^ font respectivement avec les plans XAY et XAZ, i^ et i'^ les angles 
infiniment petits que les normales PY''' et MY' font respectivement avec les 
plans YAZ et YAX; enfin i^ et i\ les angles infiniment petits que les nor- 
males MZ' et NZ'^ font respectivement avec les plans ZAX et ZAY : tons ces 
angles etant susceptibles d'un double signe qui se determinera sans diffi- 
culte, comme on I'a vu au.n** 5, nous aurons les trois relations suivantes: 

i^-\-i^z=o, 
iz -f-«^ = o. 

En effet, 4 P^r exemple, qui est la seconde courbure geodesique multi- 
pliee par AN, de celle des intersections des surfaces proposees qui a pour 
tangente AY, en tant du moins que Ton considere cette courbe comme tracee 
sur la surface qui a AX pour normale, est d'abord egal a T^ , qui est la seconde 
courbure geodesique multipliee aussi par AN, dela meme courbe consideree 
comme tracee sur la surface qui a AZ pour normale; c'est ce que Ton voit 
aisement en se reportant a la definition de la seconde courbure geodesique 
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donnee au n^ 16 bis^ et en remarquant que les surfaces se coupent a angle 
droit. En second lieu; i\ , qui est Tangle que fait la normale NZ'^ avec le 
plan ZAM, est egal et de signe contraire a 4? qui est Tangle de la nor- 
male MZ' avec le plan ZAM; done i^ et 4 sont aussi de signes contraires. 
Ajoutant les deux premieres egalites et retranchant la troisieme, il vient 

4=o, 
d'ou 4 = ^x = ^r = C = h = ^'z = o- 

(iC qui prouve bien que AX, AY, AZ sont les directions des lignes de cour- 
bure des surfaces passant par le point A. 

23. Quand trois series de surfaces se coupent orthogonalement, il existe 
des relations remarquables entre les rayons de courbure principaux des 
trois surfaces qui passent par un meme point. Nous allons nous proposer 
d'etablir ces fonnules, que Ton doit a M. Lame. 

Soient trois surfaces faisant partie d'un systeme triple de surfaces ortho- 
gonales, et passant par un point determine A de Tespace {fig- 8). Ces sur- 
faces, en se coupant, donneront trois courbes. Gonsiderons ces trois courbes 
comme des axes de coordonnees, et appelons-les, en adoptant pour plus de 
commodite les notations de M. Lame, axes des Sj 5\, 6\ relatifs au point A; 
les surfaces auxquelles ces axes sont perpendiculaires etant, des lors, les sur- 
faces des s^s^^ des s^s et des ss^. Enfin, representons par (7,, c^), {y.,^ c), 
(7, c^) les rayons de plus grande et de plus petite courbure des surfaces des 
.v^.s\,, s^s et ss^\ Tindice etant toujours celui de la coordonnee tangente a la 
section principale correspondante, et le signe de ces rayons de courbure etant 
determine comme au n"* 7, au moyen des normales exterieures aux surfaces, 
normales qui seront ici les tangentes AT, AT,, AT^ aux courbes coordon- 
nees menees d'ailleurs dans le sens suivant lequel on est convenu de compter 
les arcs positifs de ces courbes. 

Ceci pose, les formules que Ton doit a M. Lame sont les neuf suivantes: 



(a) 



ds. y\c 7t/ dSx c\y t , / 

ds 7, \c, y) dst c,\7, c,/ 
\ds, y,Vc, -/J' ds c,\7, c/' 
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dont six seulement sont distinctes. Pour les demontrer par Torigine A des 
axes courbes des ^, ^,,'^25 menons une droite quelconque AX, et appelons 
a, a,, a^ les angles que font avee cette droite les tangentes AT, AT,, AT^ 
au point A des courbes AS, AS, , AS^. Prenons, a partir du point A, sur les 
axes des,y, s^^ s^^ des longueurs infiniment petites AM, AM,, AM^, et imagi- 
nonsles axes des j, j,, ^2 relatifs aux points M, M,, M^, e'est-a-dire les 
intersections des trois surfaces faisant partie du triple systeme de surfaces 
orthogonales propose qui passent respectivement en ces points. Nous allons 
nous proposer d'abord de calculer les angles que les tangentes a ces nou- 
veaux axes font avec la droite AX. 

Considerons les axes relatifs au point M, et d'abord Taxe des s^. Soit 
cos a, -hrfjCOs a, le cosinus de Tangle que sa tangente au point M fait avec AX . 
Si par le point \ nous menons une parallele AT'^ a cette tangente, les trois 
droites AT'^ , AT, et AX formeront un triedre qui donnera 

cosa,4- ti, cosa, =cosa, cosT, AT; +sina,sinT,AT; cosT, AX'Tt^AT; , 

ou, en negligeant les infiniment petits du second ordre, 

rf.cosa, = sina, T^T; cosT, AX^, AT; . 
D'un autre cote, le triedre forme par AT,, AX, AT donne 



cosa = sina, cos TAT,, T,AX = ± sina, cosT,AX, T, AT; . 

Le signe superieur convenant si Tangle que forme AT'^ avec AT est plus petit 
que celui que forme AT,, et le signe inferieur dans le cas contraire, on 
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a done 

d^cosoc^ =±T,AT^ cos a; 
d'oii 

cos a 



d^cosoc^ = AM 



c 



formule qui est generale en vertu du signe de c. On trouverait evidem- 
ment, par un raisonnement analogue, 



et aussi 



r/^cosajj 


= AM '=***", 
7 


d^ cos oc^ 


. Tt. COS «! 

= AM, ^ , 


d^^ cos a 




d, cos a 




d^cosoc^ 


7. 



On appelle, comme on le devine aisement, cosa + fl?,cosa, cos a, -+- d^cosa^ , 
cos«2 H-rfjCOsajj, les cosinus des angles que font avec AX les tangentes 
au point M des axes des Sj s^jS^ relatifs a ce point; cosaH-rf.^, cos a, 
cos a, -h d^^ cos a^ , cos a^ ~h «?,. cos a^ les cosinus des angles que font avec 
AX les tangentes au point M^ des axes des s^ s^^ s^ relatifs a ce point; enfin, 
cos a + d^^ cos«, cos a, + d^^ cosa^, cosa^ 4- d^^ cosa, les cosinus des 
angles que font avec AX les tangentes au point M^ des axes des j, ^, , s^ 
relatifs a ce point. 

Calculous maintenant Tangle que la tangente a Taxe des / au point M fait 
avec AX. Menons par le point A, en la dirigeant de la courbe vers le centre 
de courbure, la normale principale AN de la courbe AS, et la parallele AT' 
a la tangente au point M de cette courbe; le triedre que forment AT', AN 
et AX nous donnera 

cos a + rf, cos a = cos NAX cosNAT' -f- sin NAX sin NAT cos NAX^NAT , 
ou, en negligeant les infiniment petits du second ordre, 

cos a -h < cos a = cos NAX . TAT + sin NAX cos NAX^ NAT . 



SUR LA THEORIE GENl^RALE DES SURFACES. 25 

Mais le triedre forme par AT, AN et AX donne 

cos a = sin NAX cos N AX^N AT' = sin NAX cos N AX^N AT' ; 
done 

< cos a = TAT' cos NAX, 

ou, en appelant p le rayon de courbure de la ligne AS au point A, 

* A\M COS IN AX 
rf COS a = AM . 

P 

D'un autre cote, AS etant Tintersection des deux surfaces \$^^^ et ss^ qui font 
entre elles un angle droit au point A, - doit etre, en grandeur et en direc- 
tion, d'apres le theoreme de Hachette demontre au n"* 21, la diagonale du 
rectangle construit sur les courbures - et -» considerees independamment de 

leurs signes. Done ? ou la projection de - sur AX, doit egaler la 

sonime des projections de ces courbures sur AX, c'est-a-dire 

cos «! COS a, 
c y 

en remarquant que les rayons de courbure c et y sont positifs quand leur 
direction est opposee a celle des normales exterieures, et negatifs dans le 
cas contraire. 
Ainsi, 

/ A\M /cos a, cosajX 
c/^ cos a = — AM H • 

\ c y J 

On trouverait de la nienie maniere 



» Anyf /cosaj , cosa \ 

<COS«.=^AM.(^-^+— j: 

J ATiM / COS a cosaA 

<cosa,= — AM, (^-^ "^"^ j* 



Ces formules, jointes a celles qui ont ete etablies plus haut, font cou- 
naitre les cosinus des angles que forment avec AX les tangentes aux points 
M, M,, Mj des axes des Sy s^, s^ relatifs a ces points; en retablissant les 
infiniment petits du second ordre qui ont ete laisses de cote dans les demons- 
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trations precedentes, elles peuvent etre ecrites comme il suit : 



/ 



cos Oft -h rf, cos a = cos a 



AM 1^^**1 . ^^ 



c 



C) 



COS a^ + d^ cos a, = cos a, H- AJn — ;; — h ? , 

cos flCj -f- rf, cos a^ = cos a^ -h AM 

_/ k\K /cos a, , cosa\ 
cos a, -+- a,^ cosa, = cos a, — AM, I 1 — ;; — 1 



c 

cos a 

c 

cos a 



^) 



€, 



^r. 



cos a I 



cosa^ + a,^ cosofj, =;= cos a, -+- AM, h t, t 



cos a + rfj, cos a = cos a H- AM, 



COSflfi 

7« 



^' 



_i ATiiT /cos a COS aA 
COS aj -h a,^ cos oc^ = cos a.^ — AM^ I 1 — - — j 



4-e«, 



cos a H-c/^cosa = cosa -f- AM< 
cos a, -h rf,, cosa, = cosa, + AM, 



COS at 

cos Uf 

7« 



-H^' 



Determinons maintenant les cosinus des angles que font avec AX les tan- 
gentes aux axes des Sj ^,, s^ relatifs aux points P, P,, P,, intersections res- 
pectives de Faxe des s^ relatif au point M^ avec Taxe des s^ relatif au point 
M, , de Taxe des s^ relatif au point M avec Taxe des s relatif au point M,, et 
de Taxe des s relatif au point M, avec I'axe des ^, relatif au point M; 
comme chacun de ces cosinus pent etre calcule de deux manieres diffe* 
rentes, nous obtiendrons ainsi des relations que nous fourniront les formulas 
de M. Lame. 

Gonsiderons en premier lieu le cosinus de Tangle que forme avec AX la 
tangente au point P de Taxc des ^ relatif a ce point. Nous pouvons Tobtenir, 
soit au moyen de la valeur de cosa H- d^^ coset deduite des fomiules (c), en 

supposant que cos*, AM,, cosa,, - > <i i au lieu de se rapporter au point 

A, se rapportent au point M,, et deviennent, par consequent, 

cosa 4- <cosa, AM, -+- < AM, , cosa, -h d,co%a, , J^^^s,^^^ ^ -+- ^sA ^ 
soit au moyen de la valeur de cosa -h d,^ cosa deduite des memes formules, 
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en supposant que cos a, AM,, cosa,, -j gj, au lieu de se rapporter au 
point A, se rapportent au point M^, et deviennent, par consequent, 

cosa-hrf,^cosa, AM^-h d,AM^, cosa,4- rf^cosa,, ^-f-rf ;^, ^^^..^V 

De la premiere maniere nous trouvons 

cosa+<^cosa4- (AM^ + d, AM,) (cosa, 4- <cosa,) f ^ + d^^ f)-^^\ ^~ ^^A ' 



niais 



rf cosa = AM- h f,, 

St ' C, 2' 

rf,^cosa, = AM, -^ -h 6,, 
et enfin, ainsi qu'on le voit aisement, 

<AM, =AM,AM,^-^C, 

^ etant un infiniment petit du troisieme ordre. 

Done, en negligeant les infiniment petits du troisieme ordre, le cosinus 
considere a pour valeur 

cos^ + AM,^^ + AM,55?^ + AM,AM/.2!^^-hAM,cos«,< 1 

-hAM,AM,^5?^i^-Hg;-h^. 

Si nous le calculons de la seconde maniere, il vient 

cosa-hrf,,cos«H-(AM,-h<AM,) (cosa,H-<cosa,) ^ -hrf^^^W^-h^g,; 

mais 

d cosa = AM, ' H- €\ , 



cosai 

et enfin 



d,^ cosa, = AM, ^^ -h g\ , 



<AM, = AM,AM,1 + C', 
1^' etant un infiniment petit du troisieme ordre. 
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Done, en negligeant les infiniment petits du troisieme ordre, on a 
cos« + AM, ^^i^ -h AM, ^^^ + AM, AM, ^^^^ i- + AM, cos«,ri, - 

A nyr A itf COS a; I ' . » 

-h AM, AM, ^ - H- ^2 H- f, • 

Egalant cette valeur a la precedente, faisant AM^ = AM,, et remarquant que 

d,- d^ 



AM, 


dst 


d,- 




AM, 


-ds^ 


COS«| 


dT 

COS a, ,*'' 



on trouve 

d- 

cos«. -^1 + ^Hi?!l + £21^ = cos«, -f! -f-^Hl^ + '-^- 

On verrait de meme, en ealculant les cosinus des angles que font avec AX 
la tangente au point P, de Taxe des s^ relatif a ce point, et la tangente au P, 
de Taxe des s^ relatif a ce point, 

Z[ . COS a cosaj Z cosocj . cos a 

cosa, ^1 H 1 = cosa — H -■ H ? 

ds 7*7 ytCf ds^ c^c cy 

y cosflCi . cosa c[ . cosa . cosai 



v.^^^ H 1 = cosa, — i -h 



rfj, 77i yc ds cci c^yi 

Supposant maintenant que AX, qui jusqu'ici a ete laisse quelconque, de- 
vienne successivement la tangente au point A a la courbe AS, a la courbe 
AS, et a la courbe AS,, on trouve trois identites et les six relations 



d^ . . d' 



7i _. £ /^ A _£! _. 1 /l L\ 

ds^ Ci\ct yj^ ds^ yt\yi c,/' 

ds c\c 7,/' ds^ 7 \7, cy ' 



rf- , . d-' 



*i ^ \Ci y) ^ 7i \7 ^1/ 
qui sont, comme Ton voit, les six premieres de M. Lame. 
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Pour obtenir les trois dernieres, continuons la determination des cosinus 
des angles que font avee AX les tangentes aux points P, P,, P2 des axes 
des ^, s^y s^ relatifs a ces points. Ainsi, cherchons le eosinus de Tangle 
que la tangente a Taxe des s^ relatif au point P fait avee AX. Ce cosinus 
pent se deduire, ou bien de la valeur de cosa, +rf^ cosa^ donnee par 



les formules (c), en supposant que cosa^, AM^, cosa^, cos a, -? — 5 ?,, au 

lieu de se rapporter au point A, se rapportent a M^, et deviennent, par 
consequent, 

cosa, H- rf^ cosa,, AM^ -+- c?,^AM^, cosa^ -h d^cosoc^^ cosa H- rf^ cosa, 

ou bien encore de la valeur de cos a, + d^^ cosa,, donnee par les niemes 

formules (c), en supposant que cosa^, AM^, cosaj, —j s\^ au lieu de se 

rapporter au point A, se rapportent au point M^, et deviennent, par 
consequent, 

cosai -+-£?, cos «!, AM, -hrf,,AM„ cosocj -f- c?,,cosaj, hrf,,— 9 s'i -4- rf^'e",. 

De la premiere maniere nous trouvons, pour le cosinus en question, 

! (cos a J -h^,, cos a,) ( '"^'.^j J 

-f- (cos a-{-d. cos a) — -h ^r, — I 1 
'\7i 7«/ J 

mais 

J ATiM COS a, » 

J ATiM /cos a . cosaA 

< cos «, = — AM, (-^ -+- -^ j -h e„ 

<cos« =AM,^H-.;, 
et 

<AM, =:AM,AM,- + ^. 
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Substituant et negligeant les infiniment petits du troisieme ordre, il vient 

^^« . AiDi COS at jk\M cosaj .-mg cos a 4 t. « .j^m i /cosa cosaA 

cos«,+AM.— -AM,-^-AM, — -^AM,AM,-(^— +^ 
-AM,cos«,< ^-AM,AM,^^*1-AM,AM,-^^' 
- AM, cos«< -i - AM. AM, ^ ^ H- .; H- ., . 
Si nous le calculons de la seconde maniere, nous trouvons d'abord 

cosa, + d,^ cosa, -|- (AM, -*- d,^ AM,) (cosa, -¥- d,^ cosa,) f i- + aJ, 1 W t\ ^ d,^ e\'^ 



mais 



J A nif / COS a, cos a\ 

rf,, COS a, = — AM. (^-^4- — j •+- ^ , 

< cos«, = AM. ^^-h f,, 
<AM, =AM. AM-^ --hC- 
Substituant et negligeant les infiniment petits du troisieme ordre, il vient 

A TU cos a, A liir COS a , . m, cos a, . * », * », cos a, i 

cosa, — AM, ' — AM, h AM. -h AM, AM. • - 

-h AM, cosa,rf, --H AM, AM,^5if^* - + ^ -h /,; 

egalant cette valeur a celle que nous avions obtenue precedemment, faisant 
AM, = AM,, et remarquant que 

ds,^ d^ 

gl_. gl 

AM, dst 

dSf— d — 

AM, ds^ 

ds^-^ d — 
AM, dsi 
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il vient 

cos a Ci cos ocf cos «, 7i cos a y, , cos ocj 
cosa.-T- i — cosa-y- =^qosol^-^ -\ ; — 



On trouverait aussi, en cherchant I'angle que fait avec AX la tangente au 
point P, Taxe des s^ relatif a ce point, 

d^ d^ dl- 

cos a Vt cos «! cos ai Cf cos a Ci cos a, 
cosa. "/ ; cosa -5 = cos a, -j — i j— ; 

y, y, ' Ai yl yic, ds, Cty, * A, cj ' 

et de meme, en cherchant les angles que font avec AX les tangentes au 
point P^ des axes des s^ et des s relatifs a ce point, et les tangentes au 
point Pj des axes des s et des s^ relatifs a ce point, 

d — d — d - 

cos (Z. Cf cos a cos a y^ cosai y cos a 

— COS a -5 3 cosa, -/ == cosa -y- H 5- , 

c^c ds c\ y^c * ds c^y^ ds^ y' 

d- d — d — 



cos «! y cos cc^ cos a^ c cos cci Ca cos at 



— cosa, -y 5 cosa, -5 = cosa„ -r-H r— ? 

* OiS, y* ytC ' CM, cy * di c' 



rfi rfi ./i 



COS^s 


cosa, 


/ 


7tc 


COS «! 


cosai 


c» 


7^i 


€Osa 


cosa 



cosa, c cosai cosai y cosa, y, cosa* 

= — cosa, -J 5 COS a„ -j^ ^ = cosa, -^' H r-S 

cci * dsi c' yci ^ dsx cy * ds y' 

cosa, yi €Osa cosa Ci cosa, c cosa 

— COS a -/ 5 COS a^ -T == cos a- 



yiy »y y] yci ^ ds c^y^ dsr 



c^ 



Supposant maintenant que AX, qui jusqu'ici a ete laisse quelconque, 
devienne successivement la tangente au point A a Taxe des s, des s^ et des s^ 
relatifs a ce point, on trouvera d'abord six identites, et puis les neuf for- 
mules 

ds^ 7\7. c/' ds^ c\c, y J' 

d^ 7i \7 ^i/ ' ds^ ^1 \^« 7iJ ' 
dL jl 

dsi y«\7i ^«/ * ^A^ 7«/ 
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di rf-L 

ds, ds c. 
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"7T 
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^1 dJ. 

'^'_L_ 7»_ » 

</.T, ^ ^5. c: 


I 


I 


7iCt 




I 


I 



qui lie sont autres que celles de M. Lame. On peut remarquer pourtant 
qu'il y a une difference quant aux signes des termes du second membre. 
(^ela tient a ce que, dans les formules de M. Lame, les rayons de courbure 
sont regardes comme positifs quahd leur direction est -celle des normales 
exterieures, c'est-a-dire celle des accroissements indiques par d^^ rf, , rf, , 
tandis que nous avons fait ici I'hypothese contraire. 

,^ in. — Proprietes generates des Ugnes tracees sur les surfaces. 

24. Considerons sur une surface une ligne quelconque MAN {Jig. 9); 
menons-lui par un de ses points A une normale dont le premier element 
AA, = S<r soit situe sur la surface. Si a;, /, z representent les coordonnees 
du point A, J?,,/,, z, celles du point A,, et ctr, df, dz les accroissements 
infiniment petits que recoivent les coordonnees x^ r, z quand on passe du 
point A a un point B infiniment voisin et situe sur MAN, nous aurons 

{*i) [x — x,)dX'+- (r —y,) dy -+- {z — z^) dz =z o. 

Nous employons, comme on peut le voir deja, et nous avertissons que 
cette notation sera conservee dans tout ce paragraphe, la caracteristique d 
•pour representer les differentielles qui se rapportent a un deplacement 
infiniment petit effectue sur la courbe MAN, dans le sens suivant lequel se 
comptent les arcs positifs de cette courbe, et la caracteristique (Tpour repre- 
senter les differentielles qui se rapportent a un deplacement perpendiculaire 
a MAN, dans le sens suivant lequel se comptent les arcs positifs des trajec- 
toires orthogonales de cette courbe; le sens de ces deux deplacements etant tel 
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d'ailleurs, pour qu'il n'y ait aucune ambiguite, qu'en adjoignant a leur direc- 
tion celle de la normale exterieure a la surface au point A, on ait trois 
dtoites rectangulaires situees par rapport a ce point, comme le sont res- 
pectivement, par rapport a leur origine, les axes des x, des y et des z: ce 
qui, du reste, laisse les deux premieres directions completement indetermi- 
nees, puisqu'on pent choisir arbitrairement la region exterieure a la surface. 
DifFerentions, suivant la caracteristique rf,. les deux membres de Tega- 
lite (i); il viendra, a cause de Tequation (2), 

(3) (^ — .r,)^, + (j—jjrij. -h {z — z,)dz, =,— SadSa. 

25. Si Sc est suppose constant pour tons les points de MAN, on aura 

dSs = o, 

et Tegalite precedente se reduira a 

(4) [x — x,)dx, -f- {x—y,)dx, + {z — z,)dz, =0; 

ce qui montre que la courbe M^A^N, qui passe par les eoctrSmitSs des 
droites infiniment petites MM^, AA,, NN^,.., menSes sur la surface nor- 
malement a MAN et prises egales entre elJes, est normale a ces droites 
MM,,AA,,NN,,.... 

De la nous pouvons conclure un theoreme remarquable du a M. Gauss. 

26. Concevons que dun point A (fig. 10) pris sur une surface on 
mene sur cette surface une sSrie de lignes AM, AM', AM'',... dont tous les 
plans osculateurs soient normaux a la surface, de maniere quen prenant 
deux points quelconques N ^^ N, suffisamment rapprochh sur une de 
ces lignes, la portion de cette ligne comprise entre N ei N, soit le plus court 
chemin de N aN^ sur la surface; si ton mesure a partir du point A, sur 
toutes les lignes AM, AM', AM",..., des longueurs finies egales, la courbe 
qui pa^sera par les extremit6s M, M', M",... de ces longueurs sera normale 
aux lignes AM, AM', AM",... en ces points. 

En efFet, prenons a partir du point A, sur toutes les lignes AM, AM', 
.AM",..., des longueurs infiniment petites egales, Am, Am', Am",... puis a 
partir des points m, m', m",..., d'autres longueurs infiniment petites et 
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egales mm^ , m'm ^ , Tn!'m\ ,• . . , et, ainsi de suite, jusqu'a ce que nous soyons 

arrives en M, M', M"", La courbe qui passera par les points m, m', m",. . . 

sera une circonference de cercle; par consequent, sera normale aux elements 
Am, Am', Am'',...; mais ces elements et les elements correspondants qui 
suivent, savoir, mm^ , m^rri^ , m!'m^ , . . . , detenninent respectivement des plans 

osculateurs des courbes AM, AM', AM", D'ailleurs tons les plans oscula- 

teurs de ces courbes sont normaux a la surface; cela exige evidemment que 
la circonference qui passe par les points m, m', m",... soit normale aux 
elements mm^^ m'm^^ rrl' rrt^^ — II resulte de la, et de ce que nous avons 
demon tre (n° 25), que la courbe qui passe par les points m,, m'^, m* ,... 
est aussi normale aux elements mm^^ m'm^^ m"m''^,...; par consequent, en 
vertu de la propriete des plans osculateurs des courbes AM, AM', AM",. . . , 
qu'elle est normale aux elements suivants m^m^, ni^ni^^ m\m\^..J: d'oii 
nous conclurons de meme que ces derniers elements sont normaux a la 
courbe qui passe par les points m^, m'^, m^^,. . . , et ainsi de suite. II est clair 
qu'en continuant ce raisonnement, on finira par demontrer que la courbe 
qui passe par les points M, M', M",. . . est normale aux derniers elements des 
courbes AM, AM', AM",.... 

27. La demonstration precedente pourrait evidemment servir a etablir 
un theoremeplus general, du aussi a M. Gauss, et qui s'enonce ainsi: Si, 
sur une surface, on confoit une courbe quelconque, et que des djffirents 
points de cette courbe Von mene a angle droit une serie de lignes geodesiques 
ou minima, de mem^ longueur^ la courbe quijoindra les extremites de ces 
lignes coupera chaoune d'elles a angle droit. 

Ces deux theoremes nous seront plus tard d'une grande utilite. 

28. Divisons I'equation (2) du n** 24 par la differentielle ds de Tare de la 
courbe MAN, et difFerentions le resultat suivant la caracteristique d; \\ 
viendra 

que Ton pent, en posant 

dx] H- rfy-J -h dz] = ds^ij 
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niettre sous la forme 

d— d-^ d— 

/K\ ds^/dxdxi dy (Iyx dz dzA , . ds , . ds , . ds 

Or, p etant le rayon de courbure de la courbe MAN au point A, et a, /S, 7 les 
angles que ce rayon de courbure prolonge de la courbe vers le centre de 
courbure fait avec les parties positives des axes, on sait que 

ds ^ ds ds 

cosa = p __, cos (5 = p -^, COS7 = p-^- . 

De meme A, ^, v etant les angles que la normale AA, prolongee de la 
courbe MAN vers la courbe M^ A^ N^ , fait avec les parties positives des axes, 
on a 

COS A = ^ — , COS u = — •^— ^-•^ , cosv = 3 — ; 

I'equation (5) revient done a 

d<Ty ^ r \ dSi f dxdxx dydYi dzdzA 

, _ -_(cos«cosA + cos|3 cos^ + COS7COSV) = ^ (^^ ^ -f- ^-^ -h ;^^ j , 
ou simplement a 

,r}\ r CO8 ds^ 

(6) , _^^_:^_ cos(p, 

en representant par fl Tangle que la normale principale de MAN au point A, 
prolongee de la courbe vers le centre de courbure, fait avec la normale AA, , 
prolongee de A en A,, et par <p Tangle que la tangente en A a la courbe 
MAN, prolongee dans le sens suivant lequel sont comptes les arcs positifs 
de cette courbe, fait avec la tangente en A, a la courbe M, A, N^ , prolongee 
aussi dans le sens suivant lequel sont comptes les arcs positifs de cette nou- 
velle courbe. 

29. On pent remarquer que, dans la demonstration que nous venons de 
donner, nous n'avons aucunement suppose So- infiniment petit. Ainsi, la 
formule precedente subsiste dans le cas meme oil Sa est une longueur finie 
tout a fait quelconque; quand 87 est inflniment petit comme dans la fig. 9, 
la formule se simplifie : on pent, en effet, substituer Tunite a. cos (p, car cp 

5. 
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est alors infiniment petit, et Ton a 

/ V ^ COS 9 ds% 

(7) ,_i^^_ = ^. 

Du reste, si Ton ne se propose que d'obtenir cette derniere formule qui 
joue un grand role dans la theorie des lignes tracees sur une meme surface, 
on pent proceder plus simplement comme il suit. 
29 bis. On a, d'apres nos notations, 



^ X^ ^ 5^ J^. ^ ^ 
et 



-^j^+iJx + i^z--o, 



dx^ -^ dy'^ -+- dz^ = ds^ . 

DifFerentiant la premiere equation suivant la caracteristique c?, et la seconde 
suivant (T, il vient 

dxSdx -f- dyMf -f- dz^dz = dsids; 
d*ou, en remarquant que 

dSx = ^dx, dSy = ^dy^ dSz = Sdz, 



on tire 

Ji^C Jf^iV ^ ^^^^ 

ds *^ ds ds 



Sds = — ^xd -^ — Syd -4- — ^zd -^* 



jVIais h^ lUL^ V representant, comme plus haut, les angles que la normale a 
MAN tracee sur la surface, et prolongee du cote de la courbe M^ A^ N, , fait 
avec les parties positives des axes des coordonnees, «, |3, y ceux que la 
normale principale f^it avec les memes parties des axes, et p le rayon de cour- 
bure de la courbe MAN, on a 



dx iv ^z 



cosA = j-j cos^ = j^? cos>' = j-? 



, rfx ^dv . dz 

d J- d-j- d-j- 

as ^ as as 



cos« = p-^, cos/3 = p-^, cos7=p-^. 
Done, substituant dans la valeur de ^ds les valeurs de S;jc, Sy, h, d -^ ■ 
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d -^^ d-^ tirees de ces dernieres equations, il vient 



Sds z=r. (cos a cos A -(- cos |3 cos u -h cos y cos v) , 

ou bien 

9 etant I'angle que le plan osculateur de la courbe au point A fait avec le 
plan tangent de la surface au meme point, ou mieux, pour faire disparaitie 
toute ambiguite, Tangle que la normale principale de la courbe dirigee de 
la courbe vers le centre de courbure fait avec la normale a cette courbe, 
tracee sur la surface et dirigee dans le sens suivant lequel se comptent les 
accroissements indiques par la caracteristique cT. Cette formule coincide an 
fond avec celle que Ton a deja obtenue. 

30. On pent deduire de la formule (7) un grand nombre de resuitats 
importants. £lle va nous servir, en premier lieu, a etablir une equation 
remarquable des lignes geodesiques tracees sur une surface quelconque. 

Imaginons que la surface consideree soit decoupee en rectangles infini- 
ment petits par deux systemes de lignes orthogonales, et regardons ces 
lignes comme destinees a fixer la position des points situes sur la surface par 
les longueurs de leurs arcs x et j* comptes a partir de deux de ces courbes 
prises pour axes, et dans un certain sens que Ton supposera determine, 
comme au n** 24, au moyen de la normale exterieure. Soient maintenant AA' 
{Jig' 1 1) une courbe quelconque tracee sur la surface, et mn un de ses ele- 
ments ; si nous appelons dx el dy les elements mp et np des lignes coor- 
donnees, oh aura 

mn = ^dx^ -^ dy'^ = ds^ 
et, par suite, la longueur totale AA' de la courbe sera 



(a) Jsjdx'-^dy\ 

rintegrale s'etendant de la premiere extremite A a la seconde A'. 

Prenons la variation en supposant que les points correspondants dans 
les deux etats soient situes sur les lignes coordonnees du meme systeme 
que tm\ il viendra, en indiquant par ^ ce genre d'accroissement dont le 



38 MIBMOIRE 

sens positif sera d'ailleurs celui suivant lequel croissent les arcs/, 



ds """" ^ ds 
Or 



/ 



f^^ + |Wj. 



u 



f I f / cos9\ J /cos6\ 
X = mp — mp = — mp . mm I J = — dx.a>l | , 

en posant mm' = 6>, et appelant / ^^ j le rapport que Ton obtient en divi- 

sant par le rayon de courbure de la ligne coordonnee rmp au point m le 
cosinus de Tangle que la normale principale de cette courbe, dirigee de la 
courbe vers le centre de courbure, fait avec la tangente a la courbe coor- 
donnee tmm' menee dans le sens suivant lequel se comp.tent les arcs positifs 
de cette courbe ; tangente qui est ici placee par rapport a la tangente ana- 
logue a la courbe rmp et a la normale exterieure a la surface, couime Taxe 
des J Test par rapport a celui des x elk celui des z. Quant a ^dy, il est egal a 

np — np = 60-^"^ as — pp . 
Or ' 

u> — pp = mm — p p = — oddx ( ) ; 

done • 

fv , , /cos 6\ rfci) , 

day = — codx I I -h ^ cw. 

On appelle ( ^^ ) le rapport que Ton obtient en divisant par le rayon de 

courbure de la ligne coordonnee tmm^ le cosinus de Tangle que la normale 
principale de cette courbe, dirigee de la courbe vers le centre de courbure, 
fait avec la normale tracee sur la surface et situee par rapport a mm' et a 
la normale exterieure a la surface, comme Taxe des j Test par rapport a celui 
des X et a celui des z , c'est-a-dire ici avec la tangente a la ligne coor- 
donnee rmp menee dans un sens contraire a celui suivant lequel se comptent 
les arcs positifs de cette courbe. Substituant dans la variation de Tinte- 
grale (a) , il vient 

Integrant par parties le terme qui contient -7-> et negligeant ce qui se rap- 
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porte aux limites, parce qu'on suppose fixes les extremit^s de la courbe, on a 

ou bien encore 

r , [ fcos6\ . . /cos9\ . (HI 

en appelant i Tangle positif (c'est-a-dire compte en allant de mp vers mni) 
que forme la tangente a la courbe rmp an point m, et dirigee suivant mjj^ 
avec la tangente a la courbe rmp menee dans le sens, arbitraire d ailleurs, 
suivant lequel se comptent les arcs positifs de cette courbe ; ce qui donne 

dx . dy . . jdy . ,. 

^ = COS i^ ^ = sin J, d-j- =" COS I at, 

De la on tire, pour Tequation de la ligne geodesique, en egalant a zero I'ele- 
ment de Tintegrale, 

/Qv di /cosflX . /cos6\ . . 

(8) _ = _(^_j^cos.-(^ — j^sme. 

31. Pour montrer immediatement I'utilite que Ton pent retirer de cette 
formule, nous allons en deduire Tequation remarqnable que M. Liouville a 
donnee des lignes geodesiques de rellipsoide. 

Prenons pour lignes coordonnees tracees sur rellipsoide les lignes de 
courbure qui, comme Ton sait, sont les intersections de Tellipsoide avec les 
differents hyperboloides a une et a deux nappes qui ont memes foyers que lui; 

dans ce cas, il est facile d'evaluer ( ) ^^ ( ~ — ) • ^^ ^uffit de se rappeler 

notre formule (7), et quelques formules de la theorie, maintenant bien 
connue, des coordonnees elliptiques sur Tellipsoide. 

Nous obtiendrons ainsi facilement, en adoptant les notations de M. Liou- 
ville, et supposant que la ligne de courbure representee par Tequatiou 
u = const, corresponde a la ligne coordonnee dont les arcs ont ete appeles a\ 



e\ _ — U y/u} — b^ y/c-' — |ui'' 



x/p« — a*(^a» — v)* 



(t-'X 



/cos9\ —v\Jb* — v*^c* — v* 
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Snbstitiiant dans Tequdtion (8), il vient * 



di [i cos I v/fji* — &* V^c* — jui' V sin iV^* — v* y^c' — v' ^ 

d'oii chassant rf^ , et observant que 



rir = cos ids = v (P^ZLJ^)j[if!_ZZJ^ ,/,, 
V/(fc«_v*) (c* — V*) 



il vient 

, . fjL COS idyi V sin i dv 

sin i (fji* — V*) cos i (fx' — v' ) 
()U 

(v^ — ^*) sin i cos erfi + /u cos^ /rfyu -h y sin^ idv = o, 



ou integrant, 



/u* cos* / -h v^ sin'* t = const. ; 



ce qui est la formule de M. Liouville. 

MM* Chasles et Liouville ont donne des demonstrations geonietriques 
tres-simples de cette formule; je pense neanmoins que la demonstration 
precedente, qui estbaseesur le calcul des variations, ne sera pas sans quelque 
interet. 

32. On connait les consequences elegantes que M. Michael Roberts a 
deduites de la formule de M. Liouville, et desquelles resulte qu'il existe 
une grande analogic entre les lignes de courbure de Tellipsoide et les ellipses 
planes; je joindrai aux resultats connus une propriete d'un autre genre qui 
fournira une nouvelle preuve de I'analogie en question. 

Reprenons la valeur generale 



/CO80\ fl silt} — fe* )JC^ — fx' 

du rapport du cosinus de Tangle que le plan osculateur de la ligne de cour- 
bure de Tellipsoide qui a pour equation ^ == const., fait avec le plan tan- 
gent a cette sur&ce, au rayon de courbure de cette ligne. Si nous consi- 
derons en meme temps une ligne geodesique issue d'un ombilic, et dont 
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Tequation sera, d'apres MM. Liouville et Roberts, 

nous pourrons aisement calculer le sinus de Tangle que cette ligne minimun 
fait avec la courbe (jl = const., ou, ce qui revient au meine, le cosinus de 
Tangle a que la ligne minimum fait avec la normale menee sur la surface , 
a la courbe /u, = const. , et Ton trouvera 



doii 



2 fx'— i' 

COS a = -i r > 



cos' a = ^ T • 



Cette valeur, combinee avec celle de ( ^^ ) > donne 



( 



cos9 \ 



ce qui nous prouve, le second membre ne contenant que /u, et etant, par 
consequent, le meme pour tons les points de la courbe yu = const. , que le 

rapport J relatif a une ligne de courbure quelconque de Tellipsoide, est 

proportionnel au cube du cosinus de Tangle, que la normale menee sur la 
surface a cette ligne, fait avec la ligne geodesique issue d'un ombilic; pro- 
priete analogue a celle qui apprend que dans Tellipse le produit du rayon 
de courbure par le cube du cosinus de Tangle que le rayon vecteur issu du 
foyer fait avec la normale, a la meme valeur quel que soit le point de Tellipse 
que Ton considere. 

35. De la formule (8) etablie dans le numero precedent, et qui fait con- 
naitre la variation de Tinclinaison des lignes geodesiques sur ce que nous 
avons appele plus haut les lignes coordonnees, on pent facilement deduire 
une formule plus generale, et faisant connaitre la variation de Tinclinaison 
d'une ligne tout a fait quelconque sur les lignes coordonnees. 

Soient AB, BC deux elements consecutifs de la ligne consideree {fig- 12), 
et BD le second element de la ligne geodesique dirigee suivant AB; prolon- 
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r 
geons AB jusqu'a E : le triedre forme par BC, BD, BE, dans lequel les deux 

faces EBD et DBG sont evidemment perpendiculaires Tune a Tautre, nous 

donnera 

CBD =: CBE sinCBE,l)BE. 

Or representons par a i' angle des deux plans ABC et ABD, ou mieux, pour 
qu'il n'y ait aucune ambiguite, Tangle plus petit que i8o degres, des nor- 
niales principales des deux courbes ABC, ABD, prolongees Tune et Tautre de 
la courbe a laquelle elles se rapportent vers le centre de courbure correspon- 
dant; appelons en outre ds Telement AB de la courbe consideree, et enfin p 
le rayon de courbure de cette courbe au point A ou au point B : on aura 

CBE = ~; 
done 

(a) CBD = ds'^ = ±:ds'^. 

Nous appelons 9 Tangle que le plan osculateur de la courbe ABC au point B 
fait avec le plan tangent de la surface au meme point, ou mieux, pour faire 
disparaitre toute ambiguite, Tangle que la normale principale de la courbe 
ABC, prolongee de cette courbe vers le centre de courbure, fait avec une 
normale a ABC tracee sur la surface et situee par rapport a la normale 
exterieure a la surface et a la tangente a ABC prolongee dans le sens suivant 
lequel se comptent les arcs positifs de cette courbe, comme Taxe des j, par 
rapport a celui des 2; et a celui des x. Quant au signe place devant le second 
membre de Tegalite (a), on reconnait aisement qu'il doit etre H- quand 
Tangle positif que forment les tangentes considerees plus haut a la courbe 
ABC et a la courbe coordonnee [x) est plus grand que Tangle positif que 
forment les tangentes a la ligne geodesique ABD et a la courbe coordon- 
nee (a?), et qu'il est — dans le cas contraire. 

Pour avoir maintenant la variation de Tinclinaison de la ligne ABC sur 
une des lignes coordonnees, il est clair qu'il suffit d'ajouter a Tangle CBD, 

ou plutot a d^ 9 la variation de Tinclinaison de la ligne minimum dirigee 

r 

suivant AB que nous avons obtenue dans le numero precedent; il vient 
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ainsi 

en remplacant par ( ^^ J le rapport ^-^ defini plus haul, afin d'exprimer 

qu'il se rapporte a la courbe proposee qui est supposee tout a fait quel- 
conque. 

Cette derniere formule represente une generalisation remarquable de 
celle qui, dans la theorie des lignes planes, donne la valeur de Tangle de 
eontingence en fonction du rayon de courbure; nous pouvons la verifier 
dans un cas particulier bien simple. 

Supposons la ligne ABC tracee sur un plan, et admettons que les lignes 
des coordonnees deviennent, d'une part, des droites issues d'un meme 
point, et d'une autre, des eirconferences decrites du meme point comme 
centre, ce qui nous fournira le systeme de coordonnees polaires ordi- 
naires. Representons comme a Tordinaire par r et fl ces coordonnees po- 
laires; si, de plus, p est le rayon de courbure de la courbe, la formule (9) 
deviendra 

iL arc tang ^ = — dco -h - ds^ 

r' etant la derivee de r par rapport a o), ou 

r'^ etant la seconde derivee de r par rapport a &>; d'oii 

- T— ' 

ce qui est le resultat connu. 

54. La formule (9), et plusieurs autres etablies plus haut, tout en nous 
montrant Timportance de la consideration du rapport que Ton a appele 

\ et qui a ete nettement defini dans le numero precedent, nous font voir 

que c'est la Telement qui doit representer la courbure des lignes , lorsque du 

moins on considere ces lignes comme tracees sur une surface determinee. 

Pour abreger, nous donnerons, dans ce qui va suivre, a ce rapport le nom 

6. 
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de courbure geodesique; cette denomination est motivee sur une pi opriete 
exprimee par ]a formule (a) du numero precedent, et d'apres laquelle la 
courbure geodesique d'une courbe quelconque est egale en valeur absolue 
a Tangle infiniment petit que forment deux lignes geodesiques menees tan- 
gentiellement a la courbe consideree par deux points infiniment voisins A 
et B, divise par Tare AB. 

35. La formule (7), qui nous a deja servi a etablir une equation remar- 
quable des lignes geodesiques tracees sur une surfece quelconque, pent 
encore etre employee d'une autre maniere dans les questions dependant du 
calcul des variations, et relatives aux lignes tracees sur les surfaces. Mon- 
trons-le par un exemple simple. 

Proposons-nous de trouper la ligne de longueur donnee qui comprend 
une aire maximum sur une surface. 

Supposons que la courbe cherchee passe par les points fixes A et B {fig- 1 3) , 
et que ce soit Taire comprise entre cette courbe, que nous nommerons AMB, 
et la courbe fixe ACB, qui soit un maximum. Considerons une seconde 
courbe AM^ B passant par A et B, infiniment voisine de AMB et ayant meme 
longueur que cette derniere courbe; non-seulement la difference de lon- 
gueur de AMB et AM^B sera nulle, mais encore I'aire comprise entre ces 
deux courbes. Or, par un point quelconque M de AMB, menons une nor- 
male a cette courbe dont le premier element MM^ soit sur la surface. Soit co la 
longueur de Telement MM, pris avec le signe H-, s'il est d'un cote de AMB, 
et avec le signe — , s'il est de Tautre cote, a> etant par consequent variable 
avec le point M, ou fonction de Tare AM que j'appelle s ; Taire comprise 
entre les deux courbes AMB et AM,B sera 

1 cods^ 

s^ etant la longueur de la courbe AMB : on aura done 

{a) I ead^ = o. 

t/o 

D'un autre cote, si nous representons par MN =^ ds xxn element de la 
courbe AMB, et par M,N, = ds, Telement de la courbe AM^B determine 
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en menant des normales sur la surface a la courbe AMB par les points M et 
N, on pourra appliquer la formule (7) aux deux courbes AMB et AM^B, 
et I'on aura 

, , t^ cocosd . 
cts, — ds =± as. 

P 

se rapportant a la courbe AMB, et le signe du second membre depen- 

dant de celui de a;. 

Par consequent, on aura 

/z.\ r^ cos 9 , 

(o) I e& as = o^ 

Jo P 

II est tres-facile maintenant, en appliquant le raisonnement connu, de 
determiner 1' equation de la courbe cherchee. En etFet, posons avec 
M. Cauchy, 

/ c^ = ^ ( j) , 

<p{s) s'annulant pour j = o et ^ = ^, ; on aura 

a>z=(p'{s), 
et Tequation (b) deviendra 

Jf » , , V cos 9 , 
f (p [S) cty =: o. 
o P 

Integrant par parties, et appelant [ ^^ j la derivee par rapport a i^ de - 
li vient 

d'oii Ton tire, (p{s) etant tout a fait quelconque entre o et ^, , 

(-) =•»■ 

d ou 

/cos0\ 

i ) = const. 

Ainsi, la courbe de longueur donnee qui com pr end une aire maximum sur 
une surface a son rayon de ct/urbure en cliaque point proportionnel au 



cos 9 
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cosinus de tangle que son plan osculateur fait oA^ec le plan tangent de la 
surfojce au meme point; en d'autres termes, son rayon de courhure giode- 
sique est constant. 

Ge theoreme remarquable, qui est le correspondant de celui qui apprend 
que dans le cerele le rayon de courbure est constant, n'est pas nouveau. II 
a ete donne depuis bien longtemps dans les premiers volumes du Journal 
de M. Crelle; M. Delaunay y est aussi parvenu dans ces derniers temps, dans 
une Note inseree dans le journal de M. Liouville. 

56. Nous allons terminer les applications de la formule (7), en cher- 
chant la condition pour que deux systemes de lignes orthogonales tracees 
sur une meme surface puissent decouper cette surface en carres. 

Considerons sur la surface une suite de lignes infiniment rapprochees de 
Tun et de I'autre systeme; ces lignes determineront, en se coupant, des rec- 
tangles iniiniment petits {Jig- i4)- Supposons que les rectangles a, b^ c 
soient des carres, et exprimons qu*il en est de meme de d. Si nous appelons 

/ ^^ I la courbure geodesique de la ligne h.A!h!\ . . , et ( ^^ ) la courbure 

geodesique de AA^ A^. . . , en supposant d'ailleurs, pour qu'il n'y ait aucune 
ambiguite, le sens dans lequel croissent les arcs positifs de ces courbes, 
determine comme au* n*" 30, nous aurons d'abord 

A. A\ = AA' - AA'. AA, [("-y^)^+ ^] = AA' - AA'* [(^^)^+ ^]' 
i etant infiniment petit du meme ordre que AA'; et de meme 

A'A'. = AA. + AA, AA'[(^^)^-h ^ = AA' -h AA'^ [(^)^.+ C]' 

^ etant aussi infiniment petit du meme ordre que AA'. 
Puis on trouvera semblablement 

A>-, = A'A" - A^" [( J^») + li^- AA' + . + ,] , 

A',A, = A,A.+ AA'[("-7^X-+^^^'AA,+f+C,J, 
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/cosSN /cos^N ^^^ 

J ^t ^ f — ^ representant respectivement la derivee de I —^ j 

relative a un deplacement efFectue suivant A A' A'', et la derivee de ( j 

relative a un deplacement efFectue suivant AA^Aj..., et g^ et ^^ etant des 
infiniment petits du second ordre, en prenant A A' pour unite d'infiniment 
petits. Si nous voulons maintenant que le rectangle d soit un carre, il 
faudra que 

A'A" - A^"'[(?^ W IItlL AA' + . + .,J 

= A,A, + AA'[(^)+^%^AA,+f+J. 

d'oii, substituant a A'A" et A, Aj,, qui sont respectivement egaux a A'A', , 
A,Aj, leurs valeurs ecrites plus haut, et negligeant les infiniment petits 
d'un ordre superieur au troisieme, • 

AA' + AK'-IC^I^Z] - [aA" + . AA" {^l] {^l 

_AA" [l(p.AA' + .] = AA'- AA-[(S^»)^+.] 

+ [aa" _ .AA"(5^')J(S^)^+ AA" [lmAA'+ J, 
ou, reduisant, 

dx dj 

Ainsi, la condition cherchee est que les variations que recoi^^ent les cour- 
bares geodesiques des deux courbes A A' A". . . , AA^ A^ . . . , pour des deplace- 
ments infiniment petits et Sgaux effectues sur ces courbes dans le sens suii^ant 
lequel se comptent leurs arcs positifs, soient egales et de signes contr aires. 

37. Si les courbes considerees sont tracees sur un plan, la condition 
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devient 

dx dy 

Or on salt que la condition pour que deux systemes de lignes orthogonales 
planes puissent partager leur plan commun en carres infiniment petits est, 
d'apres un theoreme de M. Bertrand, la condition necessaire et sufBsante 
pour que ces deux systemes de lignes soient isothermes. Done on pent dire 
aussi que la condition necessaire et suffisante pour que deux systemes de 
lignes orthogonales planes soient isothermes est que les variations des cour- 
bures de ces courbes, pour des deplacements egaux efFectues sur ces 
courbes, soient egaux, abstraction faite de leurs signes, pour chacun de leurs 
points de rencontre. 

On deduit de la cette propriete assez curieuse, que si les courbes de Tun 
des systemes sont des cercles ou des droites, celles du systeme orthogonal 
devront hecessairement etre aussi des cercles ou des droites, pour que ces 
deux systemes soient isothermes, 

58. Reprenons Tequation (3) du n° 24: divisons ses deux membres par 
rfj, , et differentions le resultat suivant la caracteristique d\ il viendra 

ou, en divisant par ds^ , 

jdxx jdzx 

ds /dx dxi dy dji dz dzC\ / • v <iy, / \ ds\ 

I ^^ dsi ^ dsi (ddaY 

et, en transformant comme au n** 28, 

d— 

. cosff, fv (dd(j\^ ^ dsi ds 

9 etant toujours Tangle infiniment petit que la tangente en A a la courbe 
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MAN, prolongee dans le sens suivant lequel sont comptes les arcs positifs 
de cette courbe, fait avec la tangente en A^ a la courbe M, A, N, , prolongee 
aussi dans le sens suivant lequel sont comptes les arcs positifs de cette nou- 
velle courbe, p, le rayon de courbure deM,A^N, au point A,, et li\ Tangle 
que ce rayon de courbure prolonge de la courbe vers le centre de courbure 
lait avec AA^. 

Multiplions membre a membre I'egalite precedente et Tegalite (6) du 
n** 28; il viendra, en negligeant les infiniment petits d'un ordre superieur 
au second, 

• cos 9' K cosO /d8(T\* J, [dSi cos cos 0' ^ , , 

p, p \ast/ ds^ p Pi 

ou bien 

f . cv cosff, ^ cosfi (dd(j\^ r ds^ cs 2 /cosflX^ 2 

(,o) J^<,_^_^<,_ = (^^j-H^^-^-H^<, (^—j _<p, 

1 ^ 2 • o 2 ^ r 2 COS 6 cos 6 , ^ 2 / cos 6\^ 
en remplacant i — cos* (p = sm* tp par ^^ , et dcr* par da > ( j * 

Evaluons maintenant (p et d'^ . 

Considerons {fig* i5) en meme temps que la normale AA^ a la courbe 
MAN au point A, la normale infiniment voisine A'A'^ ; prenons A'D = AA, 
de maniere que A, D soit, comme AA', perpendiculaire a AA^ , d'apres ce qui 
a ete demontre dans le n** 1; enfin, par le point A, , menons A, E parallele 
a AA'. Les trois droites A^ D, A, E, A, A'^ formeront un triedre sensiblement 
rectangle suivant A,D, et dans lequel: i** Tangle plan A'^A^E sera egal a 
Tangle ^ que nous voulons calculer; a"" Tangle plan DA^ A'^ egal, aux infi- 
niment petits pres du second ordre, a it -j- ? et enfin S"" Tangle plan DA, E 

egal a Tangle t que forment les plans osculateurs aux points A et A, de la 
ligne geodesique dirigee suivant AA,, comme on le voit simplement, en 
remarquant que le premier de ces plans est perpendiculaire a A , E et Tautre 
a A,D. Nous pourrons deduire de ce triedre la relation 



2 2 (dd^y 

<p^ = ^* + (^) 
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Portant cette valeur de (p^ dans Tegalite (lo), on a 



a -§ — 

' T^ 



' ^ pi p ds, \ p J 

Passoiisala determination de ^\ . Menons {fig. 1 5), en la dirigeant de la 
courl>e vers le centre de courbure, la normale principale A,0 de M, A,N, 
an point A, , et une normale A, Ag a la meme courbe, qui soit situee sur la 
surface et du meme cote, par rapport a M^ A^N,, que AA, par rapport a 
MAN; puis prolongeons AA^ de maniere a avoir A, F : les trois droites A^O, 
%, A3, A,F formeront un triedre dans lequel la face FA,0 sera ^gale a 
Tangle 4'j que nous cherchons, la face A^A^F egale a Tangle de contin- 
f^ence § de la courbe AA^ A^ au point A^ , la face OA, Aj egale a Tangle fl, , 
tlont le cosinus divise par le rayon de courbure p, de la ligne M^ A, N, donne 
la courbure geodesique de cette ligne, et enfin Tangle diedre dont Tarete 
est A^ F cgal a Tangle a que forme le plan osculateur de la courbe AA, A^ au 
jioint V, avec le plan normal conduit suivant A^A^, ou plutot, sans 
ainblyuite. Tangle moindre que i8o degres que la normale principale pro- 
longee de la courbe vers le centre de courbure de la courbe AA, A^ au 
|>oint A, fait avec la normale a la surface, menee du cote ou se trouve la 
ligne A,0. Cela etant, nous avons, en negligeant les infiniment petits du 
second ordre, 

cosd^ = cosfl'j -4- sinfl'^ 6 cos a, 
d*ou 

cosfl^ ==cos9, — sinfl'j ecosa, 

ou niieux, en negligeant des infiniment petits du second ordre, 

cosfl'^ =rcos9, — sinfl^gcosa. 

I^ortant dans Tegalite (11) et divisant par Ja, on trouve 

COS 9i cos 9 J^ r/ cos 0\ ^ sin di e cos a "^^ 1 j_ ^^^ 

pi ~ ^L\"y~/ Pi ^^ 5af*J dsi 



Cette relation pent etre mise sous une forme plus simple. En efFet, d'apres le 
tlieorenie de Meunier, ? n'est autre chose que la courbure au point A, de 
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la section normale faite dans la sur&ce suivant A,A,, ou, ce qui revient au 
meme, a un infiniment petit pres, que la courbure ~ au point A de la section 
normale faite suivant AB ; on doit seulement remarquer que si Ton veut que - 

ait le signe que lui donnent les conventions faites dans le § I, il faut que 3 

qui est essentiellement positif, soit aussi accompagne d'un signe qui d'ailleurs 
sera -f- ou — selon que la normale principale A,0 de M^A^N^ est dans 

rinterieurou a Texterieur de la surface. De meme — ^ — ? precede du signe -+- 

ou du signe — selon que la ligne A, O est interieure ou exterieure a la surface, 
est la courbure positive ou negative au point A, de la section normale faite 
suivant A, A^, ou, ce qui revient au meme, a un infiniment petit pres, a la 

courbure — au point A de la section normale faite suivant AA, ; d'oii resulte 
d'abord, soit dit en passant, que ^^^ — j-^ est dans tons les cas egal au pro- 

duit des deux courbures - et — Enfin, 5- est evidemment la mesure de la 

r j\ ' OS 

flexion au point A de ligne minimum dirigee suivant AA, , ou bien la seconde 
courbure geodesique - de la ligne AA, A^ au point A^ , abstraction faite du 
signe. On pent done ecrire I'egalite precedente comme il suit: 

d — 
cos 61 cos8 jN r/cosSV 1 il r/y, 

D'un autre cote, R et R' etant les rayons de courbure principaux positifs ou 
negatifs de la sur£ice au point A et a, Tangle que la ligne MAN fait au point A 
avec la section principale correspondante au rayon de courbure R, on a, 
d'apres la formule d'Euler, 

I I « I • 2 

- =z :^ COS a H- 57 sm*" a, 

r Jti n 

I I . o I 2 

— == tg. sm^ a -h 57 cos a. 

De plus, d'apres le resultat obtenu a la fin du n"" 16 bis^ la seconde courbure 
geodesique - de la courbe AA, A^ au point A, est egale a Tangle pris posi- 
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rivement que la normale a la surface au point A, fait avec le plan de la nor- 
iiiale au point A et de AA, . On a done, d'apres le n** 9, 



1 

P 
1^ la on tire aisement 



— = sin* a cos* 



"^ \h - r) 



^ — ^ = ^ (sin*a -+- cos'a + 2sin*acos*a) = r^, 

It * 
ou 

COS 9, cos 6 ^ /cos* 9 i \ ds^ 

cWa did 

I ^cos9, cosO ^cos^ ^ d^\ ds . , ,^n 

OU, en remplacant par a^ , et -—• par -^--> ce qui n altere 

le resultat que d'un infiniment petit du second ordre ; il vient 

^did 



; . csCOsO fs /cos'9 . I \ d 



dda 
d- 



Si S(T avait la meme valeur pour tons les points de MAN, on aurait -V- = o; 
t*t la formule deviendrait 

fsCOSfl fv /cos*9 I \ 

i lette formule et la precedente sont tres-importantes dans la theorie des lignes 
iracees sur une meme surface. 

59. Appelons — t la courbure geodesique de la courbe AA, A^ au point 

\^ et supposons, comme plus haut, afin que ce rapport soit nettement de- 
lini, que les arcs positifs de AA,Aj... soient comptes de A vers A,, c'est- 
ii-dire dans le sens indique par la caracteristique ^; la formule (7) du n"" 29 

nous donnera 

d(j cos 6' dda 

jo' ds^ ' 

DiflFerentiant les deux membres de cette egalite suivant la caracteristique rf, 
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il vient 

,^ COS 6' *v .cos 6' jdia 
p' p' dSi 

d'oii, en substituant a d^tr, dans le premier membre, sa valetir ~ — -, ? 

on trouve, apres quelques reductions, 

dda 
d—j— 



cos 6' , /cose'\^ ds 



Divisons Tegalite (12) du numero precedent par (JV, Tegalite precedente par 
ds^ et retranchons les deux resultats Tun de Tautre; il viendra 

^cosfl ^^^®^' 
/ Q\ ~ ~ /cosSV ^/cose'\2 , 

Cette relation pent etre consideree comme exprimant la condition pour 
que deux systemes de lignes tracees sur une meme surface soient orthogo- 
naux. Pour n'eprouver aucune difficulte dans son interpretation, il faut, 
d'une part, se rappeler la definition de la courbure geodesique donnee au 
n"" 33, qui ne suppose que la fixation prealable du sens dans lequel croissent 
les arcs positifs de la courbe et de celui dans lequel on mene les normales 
exterieures a la surface ; puis remarquer que R et R' sont susceptibles d'un 
double signe determine d'ailleurs par la regie du n° 7 au moyen de la nor- 
male exterieure a la surface ; enfin ne pas perdre de vue que les caracteris- 
tiques d el S representent des accroissements effectues sur les courbes des 
deux systemes consideres et dans le sens suivant lequel croissent les arcs 
positifs de ces courbes, de telle sorte que Ton pent dire encore que I'une 
de ces caracteristiques, la caracteristique ($", dans le cas actuel, indique un 
deplacement sur la surface normalement aux courbes de I'un des systemes, 
et dans le sens qui sert a fixer la courbure geodesique de ces courbes, tandis 
que I'autre indique un deplacement normal aux courbes du second systeme, 
et dans le sens oppose a celui que fixe la courbure geodesique de ces nou- 
velles courbes. On pourrait changer la signification des caracteristiques S 
et d^ et les considerer Tune et Tautre comme representant respectivement 
des accroissements infiniment petits effectues sur la surface normalement 
aux courbes des deux systemes consideres, et dans le sens qui sert a fixer 
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les courbures geodesiques de ces courbes ; on aurait alors la formule sui- 
vante, qui est plus symetrique que la formule ( i3), 

C03 6 , COS 6' 



/ oL-x p 9 /cose\« /cose'\2 I 

40. Reprenons la formule 

, did 
jcosfl' , /cosfl'X* 'ds 



obtenue dans le numero precedent, et ecrivons en meme temps la formule 
analogue relative a la courbe AA'A'^, ce qui donne 

puis multiplions la premiere de ces formules par — <Jlj, la seconde par dsy 
et ajoutons les produits membre a membre ; il viendra, d'apres Tegalite (i 3) , 

jdSa ^6ds ds$a 

^"^ + ^15^ = - RF' 
ou, plus simplement, 

(i4) S^d'^^^ds^'ds = -^^. 

si Ton suppose que la differentielle seconde d^ h se rapporte a un double 
deplacement constant et egal a ds^ eflfectue sur la courbe MAN, et la diffe- 
rentielle seconde S^dskixn double deplacement constant et egal a ^s effectue 
sur la courbe AA^ Ajj. 

La formule precedente avait ete donnee par M. Bertrand dans le Journal 
de VEcole Poly technique (xxx* cahier) , mais pour le cas seulement des lignes 
de courbure. On voit par ce qui precede qu'elle est vraie generalement pour 
deux systemes de lignes orthogonales quelconques. 

41. L'egalite (i3) exprime, comme nous I'avons dit, la condition pour 
que des courbes tracees sur une meme surface soient orthogonales, et on 
pent remarquer qu'elle est de meme fonne que celles que Ton doit a M. Lame 
et qui representent la condition pour que deux systemes des lignes planes et 
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trois systemes de surfaces soient orthogonales. II est d'ailleurs bien facile de 
deduire les deux formules de M. Lame de la notre. 

En eflfet, supposons d'abord que les courbes considerees soient planes, 
c'est-a-dire admettons que la surface sur laquelle elles sont tracees devienne 
unplan; on aura 

I cos9 , I cosQ I 1 

Kii p p p p 



et Tegalite (i3), ou plutot Tegalite (i3 bis), donnera 

-£ -1. ^ — 1 ^ _L 
3s '^ ds ~ p^'^ p'^' 

formuie qui est generate conune on Taperi^oit aisement, pourvu que les ca^ 
racteristiques ^ et rf se rapportent respectivement a des deplacements infi- 
niment petits eflfectues normalement aux courbes des deux systemes consi- 
deres, et du cote de ces courbes ou se trouvent leurs centres de courbure. 
C'est la premiere formuie de M . Lame. 

Gonsiderons en second lieu trois systemes de sur&ces orthogonales. 
D'apres le theoreme de M. Dupin, deux quelconques de ces systemes deter- 
mineront, par leurs intersections avec une surface quelconque de Tautre sys- 
teme, les lignes de courbure de cette surface, que, pour fixer les idees^ je 
designerai par surface S. Gela pose, appliquons la formuie (i3) aux lignes 
de courbure de cette surface S. Si nous appelons, comme on Fa deja fait 
au n** 23, (7,, c^) (^j, c) (7, cj les rayons de courbure principaux des trois 
surfaces conjuguees passant par un meme point de la surface S, (7, , c,) se 
rapportant a cette derniere surface, nous aurons d'abord 



ST- ds -\ p ) ^\ p' ) 



I 



mais, en supposant que la ligne de courbure a laquelle se rapportent les rayons 
principaux c,, 7^ soit celle que remplace la courbure MAN des numeros 
precedents, et, par consequent, que la ligne de courbure a laquelle se rap- 
portent les rayons c^, y^ soit celle que Ton substitue a AA^ Ajj..., nous 
avons, comme il resulte du theoreme de Hachette, etabli au n^'SO, ou 
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mieux, comme on peut le faire voir directement en se servant de la for- 
mule ( 7) du paragraphe actuel, 



cosd 

p 


I 
— J 


COS 9' 

P' ~~ 


I 

7«' 


levient done 








<?! dL 

d<7 -^ ds — 


I 


I 


I 

c.y, 



les caracteristiques S et d se rapportant respectivement a des deplacements 
efFectues normalement aux deux surfaces conjtiguees de S, et dans les regions 
exterieures a ces surfaces, ou bien, en adoptant les notations du n** 25, 

di- d^ 

Cj 7i_ I I I . 

ce qui est bien Tune des formules de M. Lame. 

En appliquant la formule (i3) aux deux surfaces conjuguees de la sur- 
face S, on trouverait evidemment de la meme maniere les deux formules 
qui, avec la precedente, forment les formules (6) du n"" 25. 

Nous allons verifier la formule (i3) dans un cas particulier, qui nous 
fournira I'occasion d'etablir quelques proprietes nouvelles des surfaces 
gauches. 

§ IV. — Proprietes des lignes troches sur les surfdces gauches. 

42. Considerons sur une surface gauche quelconque, les generatrices 
rectilignes et leurs trajectoires orthogonales. Soit MAN {Jig. 16) Tune de 

ces dernieres lignes. Appelons, pour le point quelconque A, i et ^ les pre- 
miere et seconde courbures geodesiques de la ligne MAN; et afin que ces 
courbures soient nettement determinees, conformement d'ailleurs aux defi- 
nitions des n~ 16 et 55, fixons le sens dans lequel croissent les arcs positifs 
de MAN: ainsi, supposons par exemple que ces arcs soient comptes de M 
vers N. Soit maintenant AG la normale a MAN tracee d'un certain cote de 
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cette courbe et sur la surface, nonnalequi est ici la genera trice rectiligne 
passant en A, et supposons que la tangente itienee a MAN par le point A et 
dans le sens des arcs positifs de la courbe, AG et la normale exterieure a la 
surface gauche, soient respectivement placees relativement au point A, 
comme le sont, dans la position ordinaire, les parties positives des axes des 
.r, des y et des z, par rapport a leur origine. 

Si nous appelons rfO Tangle infiniment petit que forment les deux genera- 
trices rectilignes AG et BG', cet angle, afin qu'il n'en resulte plus tard 
aucune ambiguite, etant considere comme positif ou negatif selon que la 
generatrice BG' tombe ou non du cote du plan BAG oil se trouve la nor- 
male exterieure a la surface au point A, nous aurons d'abord par la formule 
obtenu au n*^ 14, et en faisant attention que la seconde courbure de la ligne 
MAN doit etre la meme, soit que Ton considere cette courbe comme tracee 
sur la surface gauche proposee, soit qu'on la considere comme tracee sur la 
sur&ce gauche formee par les normales exterieures a la premiere surface : 



rffl 



'• = <&'(^ + ;5.> 



en posant AB =: ds. On pent joindre a ce premier resultat quelques autres 
plus ou moins importants. 

43. Cherchons, en premier lieu, la distance du point A au point oil la 
perpendiculaire commune a AG et a BG' rencontre AG, c'est-a-dire la dis- 
tance du point A au point oil la ligne de striction de la surface gauche ren- 
contre AG. Soient O le point cherche, et OC la perpendiculaire commune 
a AG et a BG'; par le point O' tirons O'G parallele a OA jusqu'a la ren- 
contre en C du plan mene par le point A perpendiculairement a OA; enfin 
joignons AC et BG : le triangle rectangle BAG nous donnera 

BG = ABsinBAG, 

ou bien en appelant a Tangle positif (c'est-a-dire compte de AB vers la nor- 
male exterieure a la surface au point A) que forme avec AB la droite qui 
joint le point A au point G, et n^ la longueur AO precedee du signe -f- ou 
du signe — , selon que le point O se trouve sur AG ou sur son prolonge- 
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ment au-dessus de MAN, 

n^dQ = ds sin a , 

comme on le volt aisemeiit en se rappelant la convention faite sur le signe 
de rffl; d'un autre cote, d'apres la formule du n° 15, on a 



done 
doii 



rffl sin a = — ; 



n^ = r sin* a , 



car 

Sin* a = 



comme on le deduit aisement des deux relations 



rf9sina = ^, dQ' = ds'(^^^^^^ 



44. Le meme triangle rectangle nous donne la longueur AC = c^ de la 
perpendiculaire commune a AG et a BG', et Ton trouve 

dp =ds _-^^— ^ = -^-^, 
d'oii 

dp = ± ''^^ 



v^^M=T' 



-- ? 



le signe du second membre etant celui qui le rend positif. 

45. Considerons maintenant une seconde trajectoire orthogonale des ge- 
neratrices rectilignes situee a une distance finie de MAN et que nous pour- 
rons regarder, d'apres le theoreme de M. Gauss demontre au n"* 27, comme 
le lieu des extremites d'une suite de longueurs egales prises sur les genera- 
trices rectilignes a partir de la courbe MAN. 

Soit M,A^N, [fig. xy) cette nouvelle courbe. II va d*abord nous etre 
facile de calculer Tangle positif (c'est-a-dire compte en allant de AB vers la 
normale exterieure a la surface) que Telement A, B^ fait avec I'element AB et 
que nous appellerons (p. En effet, tirons par le point B, la ligne B^C pa- 
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rallele a A, A jusqu'a la rencontre en G du plan perpendiculaire a AA, mene 
par le point A ; le triangle ABC nous donnera 

BC' = AB' -r AC' — 2 AB . AG cos(p, 

ou, en appelant n la longueur AA^, precedee du signe -f- ou du signe — , 
selon que le point A, est sur AG ou sur son prolongement au-dessus de MAN, 

Mais, d'apres la formule (6) demontree au n"" 28, 

(a) cos(p-jg^=i — -; 

on a done 

»■ (,4 + ^.) = . 4- (.+ta<»)(.-^)' ->(.-"> 
|^ = tang»(p(^i-^y 



ou 

a 

d'oii 

n 

7 



tang (p = zh 
d'oii, par consequent, 



n 
r 



n n 

7 '~r 

sm ^ = ±: — ; ) cos (p = ± 



Quant aux signes, ils se determinent simplement: par la formule (a), on voit 
que celui qui convient au cosinus est -h, a I'inspection de la figure et en se 

rappelant la propriete de ^ du n"" 16 bisj que celui qui convient au sinus 

est — , d'oii resulte que celui qui convient a la tangente est aussi — ; ainsi on a 



n n 



tang <p = ^^, sin(p = 



coscp = 



r 

n 

I 

r 



\/(")'-("-V 



M-o-y 



8. 
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46. On peut aussi, au moyen de la formule (a), avoir aisement 1' element 
A, B, que nous appellerons ds^; et il vient 

'^.=*r:^ = *V^(?)' + ("-■)'• 

Enfin on peut caleuler les premiere et seconde courbures geodesiques de 
M, A, N^ au point A^ que nous appellerons — et ^« 

En efFet, on a d'abord, d'apres la formule (7), n"* 29 bis, 

dsi d.dSi 

r, dn 

d'oii, en substituant a ds^ sa valeur, 



\/(^y^("-)' ^-K"-) 



d'oii 

n ~~ r'«{;— n)»-|-n«r»' 
puis on a aussi 

ds] ds] _ ds* ds* 

puisque les deux membres representent le carre de Tangle infiniment petit 
des deux generatrices AG et BG'; de la on tire 



ds', 


= ds^\. 








r*ds* r*ds' ds" 


d'oii 

ou simplement 


-r^^r- 


ds\ , ds* 

r\ ^ r' ' 

ds',_ds\ 



car evidemment r[ et r' sont de meme signe. 

On deduit de la que le rayon de seconde courhure geodesique des tra- 
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jectoires orthogonales des generatrices rectilignes varie pour les differents 
points dune meme generatrice proportionnellement au carre de la dis- 
tance de ces points a la generatrice rectiligne infiniment Doisine de celle 
qui les contient. 

47. La valeur de — nous donne un resultat analogue. En efFet, elle montre 
que 

f = [;-''(r- + r")]*'. 

d'oii 

Ainsi la variation pour un deplacement constant eff'ectue sur une genera- 
trice rectiligne du rapport du carre de ds^ au rayon de premiere courbure 
geodesique des trajectoires orthogonales des generatrices rectilignes est con- 
stante pour tous les points de la generatrice rectiligne consid^ree, et egale 
au carre pris en signe contraire de tangle de cette generatrice ai>ec la ge- 
neratrice infiniment voisine mukipliee par le deplacement. 

48. On pent obtenir une expression tres-simple de la courbure de la 
surface, en un point quelconque A,; en efFet, nous avons deja vu (n** 19) 
que cette courbure avait pour valeur, abstraction faite du signe, la derivee 
par rapport a n de Tangle <p que forme le plan tangent en A, avec un plan 
tangent fixe, le plan tangent en A par exemple: mais, d'apres une formule 
obtenue plus haut, 

done 

done 

d^ _ — rV _ —r^r^ds^ i^ 

dn ~ r" (n — r)' + /iV* ~ r^^r'ds] ~ v\ ' 

Rapprochant ce resultat, que, du reste, nous aurions pu poser immedia- 
tement, car ce n'est autre chose que celui qui a ete demontre au n** 3, de 
celui que nous avons obtenu au n** 46, nous voyons que la courbure de 
la surface varie le long d'une generatrice rectiligne^ dans le rapport immerse 
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du carre de la perpendiculaire menee a cette generatrice et terndnee a la 
generatrice infiniment voisine. 

49. On peut mettre toutes les formules qui precedent sous une forme 
beaucoup plus simple. Pour cela, substituons a la distance n de la courbe 
M^ A,N, a la courbe MAN, la portion des generatrices rectilignes com- 
prise entre la courbe M^ A^N^ et la ligne de striction, distance qui, au lieu 
iVvtve constante comme n pour tons les points de M^ A,N,, sera genera- 
leinent variable, et qui d'ailleurs devra etre precedee comme n d'un signe 
convenable: a cet efFet, nous changerons n en 

en meme temps nous exprimerons ds en fonction de dp^ longueur de la plus 
courte distance de deux generatrices infiniment voisines, que nous avons 
trouvee egale a 

■ r _, rds 

le signe du premier membre etant celui de r' , et le signe du second celui 
Aer. 11 viendra d'abord, par la premiere substitution, 

„r(r'-l-r'«)+rV' 
*^"g'P = r^[»(r'4-r^')-r'] - 

Enfin nous introduirons a la place de ^, qui represente Tangle positif 
(c'est-a-dire compte de AB vers la normale exterieure a la surface gauche au 
point A) que fait le plan tangent en A, avec le plan tangent en A, Tangle 
analogue que le plan tangent en A, fait avec le plan tangent en O, ou la ge- 
neratrice AG est rencontree par la ligne de striction. Pour obtenir la formule 
de transformation , detenninons d'abord Tangle (p^ que fait le plan tangent 
en O avec le plan tangent en A ; pour cela posons /i = o dans la formule 
prenidente, ce qui donne 

tang(p, = — ^. 

Maintenant il est clair qu'il suffira de changer cp en (p -f- <p^\\\ viendra ainsi, 
apres un calcul dont nous n'indiquons pas le detail parce que nous allons 
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obtenir plus simplement le resultat qu'il fouriiit, 

tang<p = ^TV~~^' 

semblablement, on trouve, au moyen de for mules etablies plus haul, 



dp 



I _ n(r*-hr'*y 

r, ~ (r«4-r")'n'-|-rV«' 

I _ {,-■'+ r'')r*r' 

50. Appelons — et -7- les valeurs des premiere et seconde courbures 

geodesiques des trajectoires orthogonales des generatrices rectilignes pour 
le point O ; nous aurons 



I 



= 0, 



1 r' -I- r" 



r. ' r'. — rV 

et, par consequent, 

tang<p= — ^. 



ds, =e^y/^^y + I, 



I 



r. — «'+(r'.)*' 



I 



SI. Ges formules qui sont, comme Ton voit, d'une extreme simplicite, 
peuvent se demontrer direetement. 

Solent {Jig- 18) OG et O'G' deux generatrices rectilignes irtfiniment voi- 
sines, et menees de telle sorte que 00', OG et la normale exterieure a la 
surface gauche au point O soient respectivement placees, par rapport a ce 
point, comme les parties positives des axes des x^ des j et des z par rapport 
a I'origine; supposons en meme temps que 00' soit la perpendiculairf 
commune de OG et de O'G'. Par le point O' tirons O'H parallele a OG, et 
ayant pris un point quelconque A sur OG , menons AB et AG perpendiculai- 
rement a OG, de maniere que la premiere ligne rencontre O'G' en B, et la 
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seconde O'H en C. AG parallele a OCX sera perpendiculaire au plan BO'C, 
et, par consequent, a CB; done le triangle BAG nous donnera 

tang BAG = j^7 

on bien, en appelant (p Tangle positif (c'est-a-dire compte de 00' vers la nor- 
male exterieure a la surface au point O) que forme avec 00' la droite qui 
joint le point A au point B, n la distance OA precedee du signe H- ou du 
*iigne — , selon que le point A est sur OG ou sur son prolongement au-dessus 
de 00', dQ Tangle de O'G' et de OG precede du signe + ou du signe — , 
selon que O'G' tombe ou non du cote du plan GOO' oil se trouve la normale 
exterieure a la surface au point O, et enfin dp la longueur 00', 

nd6 n 

de 



on a aussi, au moyen du meme triangle rectangle ABC, 
AB = ^ = AC -^ = ^ 

rns ffi « 

On deduit de la 

I dils I 



cos(p ' y ' "*"(-) 



I dds I n 

i\ dn AB 



(dp 
W 



^y 



(iy_dB* ( ly I w' _ \dB) 



d'oii 

dp 
I dB 



r. 



■"-m" 



en remarquant que r\ et dQ ont des signes contraires, ce qui s'apercoit 
aisement. Reste seulement a montrer, pour que ces formules coincident tout 

a fait avec celles que nous avons deja obtenues, que — ? ou la seconde cour- 
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bure geodesique des trajectoires orthogonales des generatrices rectilignes 

pour le point O, est egale et de signe contraire a -r- Or, si nous prenons 

OD = 0(y, et que nous menions DE et DF perpendiculaires a OG et ren- 
contrant O'G' et O'H en E et F, les deux triangles DFE et O'FE seront 
evidemment egaux ; done on aura 

EDF = ±rffl, 
et^ par consequent, 

RDF , Je 

OD ~ — dp' 
ou 

de plus, on voit facilement que le signe qu'il faut prendre dans le second 
membre est toujours le signe inferieur. 
52. Je ferai remarquer que de la formule 



tang ? = — - 



n 



qui fait connaitre la loi suivant laquelle varie le plan tangent tout le long 
d^une meme generatrice, on pent facilement deduire une propriete demon- 
tree par M. Chasles, dans le Journal de M. Liouville, etd'apres laquelle le 
produit des distances du point O aux points de contact situes sur une meme 
generatrice OG, et relatifs a deux plans tangents perpendiculaires entre eux, 
a toujours la meme valeur. On voit en effet, d'apres la formule precedente, 
que ce produit est (r^)% c'est-a-dire le carre de Tinverse de la courbure au 
point O. 

53. II nous est bien facile maintenant de verifier la formule (i3) du pa- 
ragraphe precedent, dans le cas oil Ton considere les generatrices rectilignes 
de la surface gauche et leurs trajectoires orthogonales. En effet, on a alors 

COS0 I 

COS 6' cos 6 I n p ri (r\ y — n* 

puis 

_L_ L__ .K): 

RR'- (r\y- ln*-h{r\rr 
XXXIP Cahier. . a 
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en remarquant que les deux fayons de courbure principaux sont de sens 
* cmtraires, et la formule dont il s'agit devient 

I ee qui est bien une identite. 

I 54. Pour que les resultats precedents aient une veritable utilite et 

j puissent servir dans la solution des problemes relatifs aux surfaces gauches, 

' il faut que Ton sache calculer les elements qui y entrent comme rffl, dp, 

r, r\ etc., en fonction des donnees ordinaires par lesquelles on determine 
I ces surfaces. 

Supposons done que Ton connaisse une directrice quelconque mAm! de 

la surface {fig* 19), et soient 

{ff) X =f{u) , J = (p (//) , Z = '\{U) 

Its coordonnees de Tun quelconque de ses points en fonction du. para- 
metre w; donnons-nous encore les angles a, /3, y, que les generatrices recti- 
lignes forment avec les parties positives des axes des coordonnees, a, j3, 7 
it ant aussi des fonctions de u. En appelant n la longueur AM, les coordon- 
nees du point quelconque M de la surfece scront 

X = j? + wcosa, Y=J + A^cosp, Z = jz + ncos*)/, 

et Telimination de n et de u entre ces trois equations fournira Tequation en 
\ , Y, Z de la surface qui se trouve ainsi parfaitement determinee. 

Proposons-nous de calculer en fonction de ces donnees, d'abord pour 
If point quelconque A de la directrice, les valeurs des elements rf<9, ds^ r, r' 
(lefinis plus haut. 

Posons 

fU^ + dy^ + dz' = [f{uY + (p'{uy + ']!{uy] du' = \]du\ 
iu)saf/a:+cos/3t3^+cos7r/z== [cosa/' (w) +cos|3(p' (w) H-COS74' (^^ 

I' et U, seront des fonctions de u faciles a calculer au moyen des donnees, 
t r qui feront connaitre, Tune Telement AB de la courbe mhrrl , et Tautre 
I angle / que les generatrices rectilignes font avec cette courbe. II est clair, 



I 



SUR LA THEORIE G^NJ^RALE DES SURFACES* 67 

en efFet, que Ton a 

AB = dii y/U, cos i = ^• 

De la nous deduirons immediatement 



ds = AB sin / = du y/U — U 



2 
1' 



ds etant 1 'element de la trajectoire orthogonale passant par A des genera- 
trices rectilignes. 

Avant d'aller plus loin, il est bon de dire que, pour fixer les idees, nous 
supposons : i"* que les arcs positifs de mkni sont comptes de telle sorte que 
ces arcs et u croissent en meme temps ; et 2^ que les generatrices rectilignes, 
qui d'ailleurs occupent, par rapport a la direction des arcs positifs de leurs 
trajectoires orthogonales et a celle des normales exterieures a la surface 
gauche, la position definie au n® 42, sont placees du cote de mkrd ^ oil il faut 
mener les normales a ces courbes sur la surface pour determiner leur cour- 
bure geodesique. De cette maniere les radicaux dans les formules prece- 
dentes doivent tons etre aflfectes du signe -+-, et Tangle i que nous regardons 
comme Tangle positif (c*est-a-dire compte des generatrices rectilignes vers la 
direction des arcs positifs des trajectoires orthogonales de ces generatrices) 
que forment les generatrices rectilignes dans le sens oil on les suppose pro- 
longees avec les arcs positifs de la directrice AmB, est toujours moindre que 
iSodegres. 

Considerons maintenant la premiere courbure geodesique - de la trajec- 
toire passant par A des generatrices rectilignes; appelons p le rayon de 
courbure de la courbe mkrrl au point A, et fl Tangle que le plan osculateur 
de cette courbe fait en ce point avec le plan tangent de la surface, ou plutot, 
pour qu'il n'y ait aucune ambiguite, Tangle que la normale principale pro- 
longee de la courbe vers le centre de courbure fait avec la normale a la 
courbe tracee sur la surface dans un sens qui la place, par rapport a la tan- 
gente AT de mkni et a la normale exterieure a la surface, comme Taxe des 

y est place par rapport a celui des x et a celui des z, de maniere que 

r 

soit la premiere courbure geodesique de la courbe mkni au point A ; nous 
aurons d'abord, au moyen de la formule (9) du § III, et en supposant que 

9- 
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les generatrices rectilignes et leurs trajectoires orthogonales soient les lignes 
eoordonnees, 

di sin i cos B 

AB"" "7 y 

d'oii 



1 /cosfl ^ di\ 1 

r \ p AB/ sini 



l*our bien se rendre compte du signe que nous donnons ici a di^ il faut 
I eniarquer qu'en vertu de Thypothese faite sur le sens suivant lequel on 
prolonge les generatrices rectilignes et leurs trajectoires orthogonales, i n'a 
pas la meme signification que dans la formule (9) du § III, et qu'il est le 
i^oinplement ou le complement augmente de 36o degres de Tangle qui entre 
^ dans cette formule. 

L' equation precedente pent etre mise sous une autre forme. Menons par 
It' point A la normale principale AN, et la tangente AT de la courbe mAm'; 
soit d'ailleurs (p Tangle NAM : le triedre forme par AT, AN, AM nous donnera 

^ ' , cos ^ = sin i cos 9. 

On a done 

I I /costp sint^N I /cos(p JcosA 

Or' 

^ cos i = a cosa + h cos/3 + c cosy, 

#lll appelant, pour abreger, a, i, c les cosinus des angles que la tangente a 
la courbe mkm fait avec les parties positives des axes ; done 

dvosi da , r, db dc dcosa , dcosB c^cosy 

___ = cos « ^ H- cos |3 ^g + cos y p^ + a -^^ + 6 -^ + c -^/ 

COS 9 dcosa , dcosB rfcosv 

(Toil 

d cos / cos cp d cos a j d cos & d cos y 

-AB T = ^-Air + *-a/ + '^tb • 

Aiusi, posant 



AB / dcosa , dcosB JcosyX - 

/f , y d cos a f f y d cos fi \f 1 \ d cos y » t 
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U, etant des lors une fonction facile a obtenir, nous aurons 



I 



u. u. 



/• ~ U8in'j~U;— u 
On peut aussi obtenir facilement -y En efFet, on a d'abord 

d^* = V,du\ 
en posant, pour abreger, 

fdcosa\* /</cos/3\* /rfcosyV jt 

\d^) '^[Tdir) '^{"dir) — ^" 

et puis 

d'ou 

_^ I _ v^.(u-u;)-u; 
^r'— \] — V] ' 

formule dans laquelle, on le reconnait aisement, on doit adopter le signe qui 

rend le premier membre positif; enfin, connaissant ds, - et -7? il sera facile 

ds — 
d'avoir dp au moyen de la relation dp =± — , > et Ton ob- 

tiendra 



dp = du\/V-V',-^^. 



Ces difFerentes formules nous seront utiles par la suite. 

55. Nous n'avons calcule les valeurs deds^- et — que pour les points de 

mAm'; mais il est evident qu'une fois que ces elements seront connus pour 
les points de la courbe directrice, il nous sera facile de les obtenir pour un. 
point quelcoiique au moyen des formules du if 46, et alors on pourra ap- 
pliquer les resultats etablis plus haut. 

56. Nous terminerons par quelques remarques relatives a la ligne de 
striction de la surface gauche et aux trajectoires orthogonales des genera- 
trices rectilignes. D'abord nous pouvons facilement obtenir Tequation de 
ces lignes. En effet, considerons d'abord la ligne de striction, appelons n la 
distance positive ou negative du point de cette ligne situe sur AG au point A ; 
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on a, d'apres ce qu'on a vu plus haut (n° 45), 



d'ou, en substituant a - et a -7 leurs valeurs, il vient la relation 

que Ton peut considerer comme I'equation eu /i et £^ de la ligne de stric- 

tion. Quant aux trajectoires orthogonales des generatrices rectilignes , on 

remarquera que, ces lignes etant equidistantes d'apres le theoreme de 

M. Gauss, demontre au n** 26, on doit avoir pour une quelconque d'entre 

elles, 

dn -h AB cos i = o, 

ou bien 

fl&i H- U^rfw = o, 
ce qui donne 

n + fV^du = const. 

pour Tequation generale de ces lignes. 

57. On p6ut obtenir une seconde equation de la ligne de striction; nous 
savons, d'apres le n° 50, que pour tous les points de cette ligne, et pour 

ces points seulement, 

I 

- = o. 

r 

D'ailleurs, pourtoute courbe ti^acee sur la surface gauche, on a, comme on 
I'a vu au n^ 54 pour la courbe /nAm', 



I ^di cos6\ I 

r ""^ \ds p ) sin i 



i etant Tangle variable et determine, comme il a ete dit plus haut, que la 

courbe feit avec les generatrices rectilignes, — sa premiere courbure geo- 

desique^ ds Telement de la couii)e, et enfin di Taccroissement de Tangle / 
pour un deplaoement infiniment petit effectue sur la courbe et dans le sens 
des arcs positifs; on a done pour la ligne de striction, et seulement pour 
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cette ligne, 

, . di cos 6 

On peut conclure de la que si la Ugne de striction coupe sous un angle 

constant tes generatrices rectiUgnes de la surface gauche, auquel cas -y- 

sera nul, on aura = o, et, par consequent, la Ugne de striction sera 

une Ugne geodSsique; de meme que si la Ugne de striction est une Ugne geo- 

desique, auquel cas = o, on OMra -j- =z o^ et cette Ugne coupera sous 

le meme angle toutes les generatrices rectiUgnes. Enfin on peut dire aussi 
quune Ugne tracee sur une surface gauche qui coupe sous un angle con-- 
stant les generatrices rectiUgnes de la surface, et qui est en meme temps 
Ugne geodSsique^ nepeut etre que la Ugne de striction. 

57 bis. La formule (a) du numero precedent, qui caracterise la ligne de 
striction d'une surface gauche et qui peut etre utile dans un grand nombre 
de circonstances, peut s'etablir directement comma il suit : 

Soient {fig. 20) mm\ rrlnl' deux elements consecutifs d'une ligne tracee 
sur une surfiicc gauche, et /»G et rdVj les deux generatrices rectilignes de 
cette surface qui passent par les points m el rr^ ^ menees respectivement du 
cote de mml et rriwl^ oil se trouvent les perpendiculaires a ces elements qui 
servent a determiner la premiere courbure geodesique de la courbe en m. 
et m'; prolongeons mnl suivant nit\ le triedre forme par m'G', nini' et irit 
nous donnera 

cosG'/n'm'^ = cosG'm'^ co%m!'m't +- ^inGm't sinm^^m^t cosG'm'^, ml^nii^ 
ou bien, en posant 

nart = ds^ Gmm = /, Gm'nf = i -h di^ Ql nit = i + g, 

et representant par la courbure geodesique de la courbe consideree au 

point m ou au point m', 

... . . . • • I COS0 

cos I — sm mi = cos i — sm is -h sm ids , 

P 

d, \ di cos 9 e 

OU -^ H =-^. 

as p as 

Actuellement, si ni est un point de la ligne de striction, le plan parallele aux 
deux lignes mG et m'G' sera perpendiculaire au plan Gmi; par consequent, 
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les angles que mG et rrlG feront avec une droite mni situee dans le plan 
Gmt seront egaux entre eux, et e sera nul: comme aussi reciproquement si € 
est nul, c'est-a-dire si les angles que forment avec rat les deux droites mG 
et m'G' sont egaux entre eux, le plan parallele a mG et a niQl sera perpen- 
dieulaire a Gm^, et, par suite, le point m sera un point de la ligne de stric- 
tion. Nous voyons par la que Tequation 

di COS0 

ds p 

convient a tons les points de la ligne de striction et ne convient qu'a eux ; 
comme il fallait le demontrer. 

58. Nous allotis faire une application de la formule precedaite, en de- 
montrant une propriete mecanique assez curieuse de la ligne de striction de 
toute surface gauche. 

On sait que dans le mouvement d'un point libre, la composante de la 
force suivant toute direction fixe est egale a la deriv^e par raj^ort au temps 
de la composante de la vitesse suivant cette meme direction. Cette propriete 
a lieu aussi quand on substitue a la direction fixe, celle de la tangente a la tra- 
jectoire qui est variable. Or on peut se proposer de trouver toutes les direc- 
tions variables pour lesquelles la propriete en question a lieu : on trouve ainsi, 
ce qui me parait assez curieux, que ce sont les directions des droites qui 
forment une surface gauche ayant pour ligne de striction la trajectoire du mo- 
bile. Pour le demontrer, soit {jfig. 2 1 ) AmB la trajectoire que decrit le mobile 
considere sous Taction d'une force R ; nous pourrons d'abord regarder cette 
force comme la resultante de deux autres : Tune tangente a la trajectoire et di- 
rigee dans le sens du mouvement ; I'autre normale k cette courbe, situee dans 
son plan osculateur et dirigee de la courbe vers le centre de courbure, les in- 

tensites de ces forces etant d'ailleurs ^ et — ? oil (^ represente la vitesse du mo- 
bile, p le rayon de courbure de la trajectoire et t le temps. Ceci pose, soit mX 
la direction cherchee pourle point quelconque m; la composante de la force 
R suivant mX sera egale a la somme des composantes suivant la meme direcr 

tion des forces -y et —j c'est-a-dire a 

at ' p 

dv^ v^^ 

-r- COS a H cos/3. 

at * 
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Nous appelons « Tangle moindre que i8o degres que mX fait avecla tan- 
gente rnT a AmB au point m, prolongee dans le sens du mouvement, et j3 
Tangle de mX avec la normale principale mC au meme point, dirigee de la 
courbe vers le centre de courbure; exprimant que cette composante est 
egale a la derivee par rapport au temps de la composante suivant mX de la 
Vitesse, il vient 

di^ t^' ^ dW cos ol) dv , da 

_ cos a -f- y cos |3 = -5-^ = ^ cos « - .^ sin « ^ , 



d'oii Ton tire aisement, en observant que v = 






da cos 3 
sm a -7- H = o. 

ds p 

Mais le triedre forme par mX, la tangente mT a la trajectoire, et la normale 
principale mC de la meme courbe donne 

cos /3 = sin a cos 9, 

detant Tangle du plan XmT avec TmC, ou mieux, Tangle de la normale 
principale mC prolongee de la courbe vers le centre de courbure avec la 
normale menee dans le plan TmX et du cote de la tangente ou se trouve 
mX ; done 

da cos 6 

T- -^ = O- 

as 

Cette equation coincidant avec Tequation [a) du n*^57, on pent conclure, 
comme on Tavait enonce, que le lieu geometrique des droites telles que mX 
est une surface gauche ayant AmB pour ligne de striction. 

§ V. — Remarques reUitwes a deux systemes particuliers de lignes 
orthogonales tracees sur une surface quelconque, 

59. Les formules que nous avons etablies aux n""* 39 et 40 conviennent 
a deux systemes quelconques de lignes orthogonales tracees sur une sur- 
face; elles s'appliquent done en particulier aux deux systemes que Ton 
obtient en prenant, d'une part, les lignes geodesiques issues d'un meme 
point A de la surface, et, d'une autre part, les lignes passant par les extre- 
mites de longueurs egales comptees a partir du point A {fig- 22) sur les 

XXXII* Cahier. lo 
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premieres lignes. En «fFet, ces deux systemes sont orthogonaux comme on 
J 'a demontre au n°26. On pent nieme remarquer que dans ce cas les for- 
mules dont il s'agit se simpliBent; car la premiere courbure geodesique des 
lignes du premier systerae est alors egale a zero. 

Nous appellerons r la longueur variable que Ton prend a partir du point A 
sur les lignes geodesiques issues de ce point pour obtenir les difFerentes lignes 
telles que MH, qui coupent a angle droit ces lignes geodesiques, co Tangle 
variable que forme au point A la tangente a la ligne geodesique quelconque 
AM avec la tangente a la ligne geodesique AH que Ton suppose fixe et de- 
terminee, x Tare HM compte a partir de AH, des trajectoires orthogonales 
de lignes geodesiques. Enfin nous designerons, comme dans ce qui precede, 
par R et R' les rayons de courbure principaux de la surface, ces rayons 
ayant un signe determine comme au n"* 7, et nous supposerojls que les ca- 
racteristiques rf et J" se rapportent respectivement a des deplacements infi- 
niment petits effectues sur les lignes geodesiques coordonnees, et sur leurs* 
trajectoires orthogonales, dans le sens des arcs positifs de ces lignes, que 
Ton suppose d'ailleurs fixe comme au if 24. 

60. Geci pose, la formule ( 1 4) du n"* 40 devient 

'dP^ ~ ~ RR'* 
Or supposons :^^, calcule en fonction de r et «. Si Toa pent integrer Tequa- 

tion precedente, qui est lineaire du second ordre et a coefficients variables, 
on en tirera ^x en fonction de r et a>. 

Les deux constantes qu'introduira I'integration se determineront sans 

difficulte ; il suffira de remarquer que pour r = o, on a Jir = o, et -7- = dca^ 

ce qui prouve, soit dit en passant, en vertu de ce que Ton sait sur Tinte- 
grale generale des equations lineaires, que ^x aura la forme Kflfc), K etant 
generalement une fonction de r et de a>. ^x etant connu, on pourra avoir 
immediatement la premiere courbure geodesique des courbes telles que HM : 

en effet, cette courbure est egale, comme au n*' 59, a ^-3-; et puis on 

resoudra, comme sur un plan, la plupart des problemes relatifs aux lignes 
tracees sur la surface. 
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61 . Ainsi, considerons une courbe tracee sur la surface et dont requation 
en r et co soit 

II sera facile d'avoir Tare et Taire de cette courbe termines aux lignes 
geodesiques correspondantes a deux valeurs quelconques co^ et eo^ de ^. 
EnefFet, posant 

(Jj: == cp (r, ea) dto^ 

et appelant ^ et A Tare et Taire cherches, il est clair qu'on aura 

d^ j (p{r^co)dr. 

f\eo) representant Ja derivee def{cd) relative a oo. 

S'il s'agit de trouver Tequation d'une ligne coupant sous un angle positif 
(e'est-a-dire compte de la direction des arcs positifs des lignes geodesiques 
coordonnees vers celle des arcs positifs des trajectoires orthogonales de ces 
lignes) represente par a, les lignes geodesiques coordonnees, on trouvera 
immediatement pour son equation differentielle, 

tang cKdr = <p (r, eo) dcd. 

Pour obtenir Tequation des lignes geodesiques quelconques, on emploiera 
d abord la formule (8) du § III, qui donnera, on le voit aisement, 

di cos9 . . tW^'^w) . . 
J- = sini = 7 — r- Sin i, 

/ representant Tangle positif que fait la ligne cherchee avec les lignes geo- 
desiques issues du point A, la premiere courbure geodesique des lignes 

coordonnees telles que MH, -^ la derivee de Tangle i par rapport a Tare s 

de la courbe, et enfin (p^(r, a>) la derivee relative a r de (p(r, a;); puis on 

remarquera que 

op (r, w) 

d(ji 

10. 
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d'ou 

rrfV -I 

(p'<„ (/•, a) representant la derivee de (p (r, &») relative a a. D'ailleurs 



du> 



dt»i 



smz 



ds (f (r, w) 

Substituant et multipliant par (^ ) » nous aurons 

( dr\^ f , . dr , I . , » d^r 

oil bien 

/ \ d^r I / V f dr\^ t , . dr , , . , v- 

^('''^) di? — ^^r{r,a>) [^J — <p,(r,^)^ — (p, (r, a>) ^ (r, a,)' = o. 

62. On pourra aussi appliquer quelquefois avec a vantage les formules 
qui precedent a la solution des problemes de dynamique. En eftet, les equa- 
tions de la mecanique analytique ou celles de M. Jacobi prennent une foniie 
assez simple dans le cas de notre systeme de coordonnees. Je me bornerai 
a faire voir qu'on pent arriver, par I'emploi de ces coordonnees, a une gene- 
ralisation assez curieuse d'un theoreme de M. Jacobi, relatif au mouvement 
d'un point sur une surface de revolution. 

Gonsiderons le mouvement sur la surface proposee, d'un point sollicite par 
une force constamment situee dans le plan osculateur des lignes geodesiques 
issues du point A; decomposons cette force en deux : Tunenormale a la sur- 
face, et Tautre situee dans son plan tangent; soit R cette derniere compo- 
sante, qui est evidemment, d'apres notre hypothese, constamment tangente a 
une ligne geodesique issue du point A : les formules de la mecanique analytique 
nous donneront, pour determiner le mouvement, les deux equations sui vantes : 

d^r ^^rfKrfo)' 



dt ~'^ d^\dt] ' 
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Nous conservons les niemes notations qu'aux n"""* 59 et 60, et t comme ton- 
jours represente le temps. 

Interpretons la premiere equation qui represente en quelque sorte le mou- 
veinent sur les lignes geodesiques issues du point A; elle nous montre que 
le point considere descend sur ces lignes comme un second point qui ne 
quitterait pas Tune d'elles et qui serait soumis aux deux forces R et 

K -^ -i-j- La premiere de ces forces est la composante suivant la tangente a 

la courbe geodesique coordonnee de la force donnee; occupons-nous de 
Tautre. On a 

d'oii 

dr dr p 

etant, comme plus haut, la premiere courbure geodesique des lignes 

r 

coordonnees telles que MH ; par consequent, 

^ rfK Jw* $x^ cos 

Or -TT est le carre de la vitesse avec laquelle le mobile s'eloigne a ehaque 

instant de la ligne geodesique issue du point A sur laquelle il se trouve ; 

-7-5 est done la force dirigee suivant la ligne geodesique qui produirait ce 

mouvement perpendiculaire a la ligne geodesique. D'apres cela, on voit que 
le mobile s'ehigne du point A simant la meme hi qiiun second mobile qui 
se moui^rait sur une ligne geodesique issue de ce point et qui serait solHcite 
par la composante suivant la surface de la force agissante sur le premier nw- 
bile J augmente de la force tangente aux lignes geodesiques issues du point A 
qui produirait a chaxpie instant le mouvement effectif du point perpendi- 
culaire a ces lignes geodesiques. 

Ce theoreme, quand la surface consideree est de revolution, rentre dans 
celui que Ton doit a M. Jacobi et dont nous avons parle plus haut. [F^oyez 
le Journal de M. Crelle, tome XXL) 

63. Les formules etablies dans le n° 61 sont surtout simples et commodes 
quand la surface consideree est de revolution, et que Ton prend pour le 



7^ MEMOIRE 

point A le sominet de cette surface. Dans ce cas, en efFet, les lignes geode- 
siques issues de Torigine A sont les meridiens de la surface de revolution, 
et alors K est egal a Tordonnee du meridien et ne depend que de r ; la cour- 
bure geodesique des trajectoires orthogonales des meridiens est des lors 
aussi independante de o), etc. Du reste, on a souvent employe, commeron 
sait, dans les recherches relatives aux lignes tracees sur les surfaces de re- 
volution, la consideration des meridiens et de leurs trajectoires orthogonales 
ou des paralleles. Sans entrer a ce sujet dans de grands developpements, 
montrons comment on pent s'en servir pour trouver T equation connue des 
lignes geodesiques. Dans le cas que nous considerons, on a, comme on le 
voit aisement, 

cos9 = # = :^.; 

(ir ds cos I ' 

r equation generale 

di cosfl . . 

"T =^ sm I 

as p 

des lignes geodesiques devient done 

,. sin idp 

p cos i 

d'oii, en integrant, 

psin^' = const., 
ou bien 

'-^ = const. ; 

ce qui est I'equation connue, que Ton pent encore integrer une fois bien 
simplement. 

64. Au lieu de prendre, comme nous Tavons fait plus haut, des lignes 
geodesiques issues d'un meme point, nous aurions pu mener ces lignes par 
les differents points d'une courbe quelconque tracee sur la surface, et per- 
pendiculairement a cette courbe : les lignes geodesiques ainsi obtenues et 
leurs trajectoires orthogonales nous auraient coiiduit, a peu de chose pres. 
aux memes resultats que les deux systemes precedents de lignes orthogo- 
nales. Ainsi, pour avoir Telement S'oo des trajectoires orthogonales des 
lignes geodesiques, nous aurions eu encore a integrer Tequation difFerentielle 
du second ordre, 

d^dx ix 



dr* ~ RR' 



f) 
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seulement les constantes, an lieu de se determiner par les conditions 

^x = o et -^ = dco pour r = o, auraient ete connues en reniarquant que, 

pour cette hypothese, Sx et --rr sont respectivement I'element de la coiu^be 

origine des lignes geodesiques, et le produit de Telement par la premiere 
courbure geodesique de cette courbe. De raeme on aurait eu pour la cour- 
bure geodesique des trajectoires orthogonales des courbes geodesiques, 

cosS dix 

p drdx 

etc. 

65. Cette simple remarque fait comprendre qu'il pent exister des sur- 
faces autres que les surfaces de revolution et presentant les memes facilites 
que ces dernieres dans I'etude des proprietes des lignes qu on peut tracer 
sur elles; il auffit, en efFet, qu'en prenant pour Tun des systemes de 
lignes orthogonales coordonnees, les lignes geodesiques menees des dif- 
ferents points d'une certaine courbe tracee sur la surface, et perpendicu- 
lairement a cette courbe, on obtienne pour Telement Sx des trajectoires 
orthogonales de ces lignes geodesiques une foncrtion de r seulement, C'est 
ce qui arrive pour rhelicoide gauche par exemple. Si Ton prend ponr ori- 
gine des lignes geodesiques la directrioe rectiligne, ces lignes geodesiques 
seront precisement les generatrices rectilignes de la surface. Or, appelant 
2'7r !e pas de Thelice qui sert de seconde directrice a la surface, tt etant 
comme a Tordinaire le rapport d' une circonference a son diametre; Tangle 
des deux generatrices infiniment voisines AM, A'M' {Jig. ^3) repondant 
aux deux points quelconques A et A' situes respectivement a des distances s 
et s -h ds du point fixe O, et par consequent le produit par ds de la cour- 
bure de la surface au point A, abstraction faite du signe, sera, d'apres le 
n*" 51, egale a ds : done, puisque OAA' est la ligne de striction, on aura 
pour le point quelconque M, tel que AM = r. 



I 



RR'~ (n' + iY' 

d'apres le n*" 50, et en remarquant que les deux rayons de courbure R et R/ 
sont de signes contraires. 
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De la on deduit, pour determiner Telement MM' perpendiculaire a AM, 
Tequation 

r/* dx ox 

ou mieux, en eniployant la troisieme formnle du n"" SO, qui n'est autre chose 
qu'une integrate premiere de Tequation precedente, 

dSx rdx 



d'ou, 


en integrant, 
nme pour r =, 


o, 


dt 


dr 
Sx — 


c\Jr 


+ i' 


et coi 


^ + 1, 



^x = ds y/r'^H-i . 

■On voit que cet element ne depend que de r; il en est, par consequent, de 
meme de la prertiere courbure geodesique des trajectoii^s orthogonales 

dcs lignes geodesiques coordonnees, qui est egale a <'-y-} etc. Ceci explique 

la simplicite des resultats que Ton obtient dans les problemes geometriques 
et mecaniques relatifs a Thelicoide gauche, simplicite qui a ete mise en evi- 
dence par M. Catalan, dans un Memoire sur les surfaces gauches, insere dans 
le XXIX^ cahier de ceJournaly et plus recemment par M. Liouville, dans 
son Memoire sur quelques cas particuliers du mouvement d'un point qui 
se ramenent aux quadratures. 

66. On pent remarquer que la surface de revolution pour laquelle la 
courbure varierait suivant un meridien, comme elle varie pour Thelicoide 
gauche suivant les generatrices rectilignes, a pour meridien une chainette. 
C'est ce que Ton trouvera aisement. 

§ VI. — Conditions pour que deux portions de surfaces puissent sappliciuer 
tune sur I autre sans quilen'^ resulte de dechirure ni de duplicature. 

67. Considerons une portion de surface termineeau contour NPS {Jig- ^4)- 
Prenons un point A sur cette surface, et par ce point menons des lignes geo- 
desiques dans toutes les directions; soient r la distance variable du point A 
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au point quelconque M de la ligne geodesique AQ, et co Tangle que fait la 
tangente au point A a cette ligne AQ, avec la tangente a la ligne geodesique 
fixe AB. Considerons en second lieu une autre portion de surface terminee 
au contour N'P'S'. Prenons le point A' sur cette surface, et par ce point 
menons aussi des lignes geodesiques dans toutes les directions ; soient r' la 
distance au point A' d'un point quelconque M' de la ligne geodesique A'Q\ 
et oi Tangle que font les tangentes au point A' des deux lignes geodesiques 
A'Q' et A'B', dont la seconde est supposee fixe et determines II est clair que 
si les surfaces considerees sont telles que pour les points renfermes dans les 
contours NPS et N'FS', et pour lesquels r = r', <y = a>', les courbures de 
ces surfaces soient les memes, une courbe fermee quelconque tracee sur la 
premiere portion de surface, et ayant pour equation 

aura la meme longueur et comprendra la meme aire que la courbe repre- 
sentee par Tequation 

qui sera tracee sur la seconde portion de surface : cela resulte des formules 
etablies aux n*** 60 et 61. D'apres cela, il est evident que de cette condkkm 
de tegalite des courbures aux points pour lesquels r = r\ co = co\ onpeut 
foujours conclure que les deux portions de surface considerees peuvent 
s'appliquer tune sur I* autre sans quil en rSsulte ni dechirure ni dupli- 
cature. 

La reciproque est vraie aussi : Si deux portions de surjaces peuveni 
sappUquer tune sur VautrCy il arrivera toujours quapres avoir pris un 
point A sur la premiere surface ^ il sera possible den trouver an autre A' 
sur la seconde surface, defacon quen determinant au moyen de ces points , 
et comme dans le numero precedent y les coordonnees r, oo^ r\ a>\ les cour- 
bures des surfaces soient les memes aux points pour lesquels on aura 
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et qui seront compris dailleurs dans les portions de surfaces que ton con- 
sidere. 

XXXIP Ca/iier. " 
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68. Pour le faire voir, nous demontrerons d'abord les deux proprietes 
suivantes : 

I**. Quand deux portions de surfaces peuvent etre developpees tune sur 
I autre, les courhures des surfaces pour deux points correspondants sont 
('gales. 

En efFet, tracons sur la premiere portion de surface deux systemes de 
lignes orthogonales quelconques ; les transformees de ces lignes sur Tautre 
portion de surface seront aussi deux systemes de lignes orthogonales. AppK- 
quons maintenant a chacun de ces couples de systemes de lignes orthogonales 
ia formule (i4) demontree au n° 40 ; on obttendra deux egalites dont les pre^ 
miers membres auront la meme valeur quand on considerera des points cor- 
respondants : il en sera done de meme des seconds membres de ces egalites ; 
done les courbures sont bien les memes pour des points correspondants. 

2"*. Etant donnees deux portions de surfaces developpables tune sur 
t autre, si ton trace une ligne quelconque sur la premiere, et la transformee 
de cette ligne sur la seconde, la valeur de la premiere courbure geodesique 

- — sera la meme pour les deux courbes aux points corresporuiants . 

II sufiit, comme dans la demonstration precedente, de prendre deux sys- 
temes de lignes orthogonales sur la premiere surface et les developpees de 
ces lignes sur la seconde surface, ce qui fournit deux nouveaux systemes de 
lignes orthogonales; et puis d'appliquer la formule (7) du n° 29. 

69. De ces deux proprietes resulte evidemment la reciproque que nous 
vonlons etablir. En effet, prenons pour A' le point correspondant de A ; les 
transformees des lignes geodesiques tracees sur la premiere surface et issues 
de A, seront evidemment, d'apres la seconde propriete, les lignes geode- 
siques issues de A' et tracees sur la seconde portion de surface : de plus, si on 
choisit pour A'B' la developpee de AB, les points pour lesquels on aura 

r =: r\ CO =i CO J 

seront des points correspondants; done, d'apres la premiere propriete, les 
deux surfaces auront la meme courbure en ces points. Ce qui prouve la 
proposition que nous avions en vue. 

70. La condition necessaire et suflisante pour que deux surfaces puissent 
se developper Tune sur I'autre, que nous venons d'obtenir, est tres-simple 
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et tres-nette ; mais elle ne pourrait pas aisement servir a reconnaitre si deux 
sur&ces donnees par leurs equations sont developpables Tune sur Tautre. 
Nous allons indiquer une autre condition plus apte a remplir ce but. 

Tracons sur la premiere portion de surface la serie des lignes pour les- 

quelles la courbure de la surface -==r a la meme valeur, et que nous appelle- 



rons, pour simplifier, les lignes d'6gale courbure. Supposons, en outre, ces 
lignes espacees de telle sorte que la courbure de la surface varie toujours 
de la menie quantite quand on passe de Tune quelconque d'eiitre elles a la 
suivante. .Tracons les lignes analogues sur la seconde portion de surface, en 
ayant soin qu'elles correspondent a des valeurs de la courbure egales res- 
pectivement a celles qui ont determine les lignes tracees sur la pre- 
miere portion de surface. Enfin imaginons sur chaque portion de surface 
les trajectoires orthogonales de ses lignes d'egale courbure. Ceci pose, 
soit {Jig, 25), sur une des lignes AM d'egale courbure tracees sur la pre- 
miere surface, un point quelconque A; les deux surfaces seront develop- 
pables I' une sur t autre lorsquil sera possible de trouver sur celle des 
lignes d'egale courbure trojcee sur la seconde surface qui correspond a la 
meme valeur de la courbure que AM, un point A' tel, quapres avoir pr is Its 
points M, M' de fagon que les arcs AM et AM' soient egaux, mais quel- 
conques d'ailleurs : i** les courbures geodesiques des deux courbes AM cf 
AJVr soient en M et M' egales entre elles; 2"" les distances MM,, M^Mjj, etc, 
qui existent entre les differentes lignes d'egale courbure de la premiere sur- 
face et qui sont determinees par la trajectoire orthogonale de ces lignes qui 
pa^separ lepointMj soient egales respectivement aux distances M'M'^ , M'^ M'^ 
des lignes degale courbure de la seconde surface qui sont determinees poj' 
la trajectoire orthogonale passant par M. Comme aussi reciproquement, 
quand il sera possible de satisfaire a ces conditions , les deux surfaces seront 
applicables tune sur V autre. Cela est presque evident ; en effet, prenons sur 
AM, et a la suite les uns des autres, les arcs infiniment petits Aa^ab^bc^ etc. , 
puis sur la ligne A'M' les arcs A'a , a'b\ etc., respectivement egaux a Ae/, 
ab^ etc. , et enfin menons AA^ , aa^ , bb^ , etc. , normalement a AM, et A' A'^ , 
^aa\ , b^b\ , etc. , normalement a A'M'. Si les normales A' A'^ , ad^ , bl)\ . etc. , 
sont respectivement egales a AA, , aa^ , bb^ , et que les valeurs des courbures 
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geodesiques des lignes AM el A'M' soient respectivement les memes au point A 
et ail point A', au point a et au point a', au point b et au point h\ etc. , A'j d^ , 
(i^ b\ , h^ c\ , etc. , seront respectivement egauK k A^a^^ a, 6, , ^< c, > etc. , d'a- 
pres la formule (7) du n° 29, et les valeurs des courbures geodesiques des 
lignes A, M, , A'j M'^ seront respectivement les memes aux points A!^ et A^ , d^ 
et a^ , Z>'j et 6, , etc. , d'apres la formule (i 2) du n** 38 ; done, en menant A, Aj, 
a^ a^ , ^, ^2 J etc. , normalement a A^ M^ et A'^ A'^ , a , d^ , b\ H^ , etc. , normale- 
ment a A'^ M'^ , les elements A'^ d^ , d^ H^ , H^ c^ , etc. , seront de meme respec- 
tivement egaux a K^a^^ ^2^2? ^2^2? ^^^-5 ^^ ^^^ valeurs des courbures geode- 
siques des lignes A^Mg et A'^M^ seront aussi respectivement les memes pour 
les points A'2 et A2, d^ et a^, h^ et b^^ etc. D'apres cela, il est bien evident 
que les deux surfaces peuvent s'appliquer Tune sur Tautre et que les points 
correspondants sont generalement ceux qui, par les notations precedentes, 
sont designes par A„, h], . 

La recipropre s'apercoit aussi aisement d'apres les deux proprietes de- 
montrees plus haut, et il n'est pas necessaire de s'y arreter. 

71. Voyons maintenant comment on pourra s'assurer si deux surfaces 
donnees par leurs equations peuvent ou non se developper Tune sur Tautre. 
Nous considerons toujours, dans ce qui va suivre, les coordonnes des difFe- 
rents points de chaque surface comme determinees au moyen de deux va- 
riables independantes i^ et t^, de telle sorte que chaque surface sera definie 
par trois equations de la forme 

d'oii Ton pourra ensuite exprimer en u et i^, telle fonction de x^ j, z que 
Ton voudra. 

Dans cette hypothese, quand on supposera a u mie valeur determinee, et 
qu'on fera varier ^, les equations de la surface determineront une courbe 
tracee sur cette surface, dont les questions en a?, j, z s'obtiendraient en 
eliminant if entre les trois equations precedentes. De meme Thypothese de 
\) = const, donnera une autre ligne tracee sur la surface; d'apres cela, on 
voit que les deux equations 

u =^ c et p = c'. 



SUR LA TH]£oRIE G^NERALE DES SURFACES. 85 

oil c et c' sont des constantes quelconques, represeiitent, considerees isole- 
inent, deux systemes de courbes tracees sur la surface et qui peuvent servir 
par leurs intersections a determiner les differents points de cette surface; nous 
appellerons pour cette raison les lignes dont il s agit, les lignes coordonnees , 
72. Si Ton difFerentie les trois equations de la surface, il vient 

dx = adu H- hdv^ 
dy =^a^dib-\- b^d\>^ 
dz = a^du -^ b^dvj 
en posant, pour simplifier, 

''-^' ^-Tu' ^^-7/u' ^*-5r' ^»-rfa' ^-^-^ 

De la on tire, pour la difFerentielle de Tare d'une courbe quelconque tracee 
sur la surface, 
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ds = \/A'du' + ^Wdudi> + C'dv\ 
en posant, pour simplifier 

ab H- a, i, -h a^ 6^ = 6% 
b'^b]-^b\ = C\ 

A, B, C sont susceptibles d'une interpretation geometrique tres-simple. En 

efFet, dans Texpression generale de d^^ que nous venous d'obtenir, faisons 

rf^; = o ; il viendra 

ds == kdu^ 

en supposant que A soit la valeur positive de y/A^ Or, poser dv =^ o, c'est 
admettre que la courbe dont on calcule T element est une ligne coordon- 
nee representee par une equation de la forme i' = const.; nous voyons 
done que Ps.dii est Texpression generale de Tare infiniment petit de la ligne 
coordonnee representee par T equation i^' = const., determine d'ailleurs par 
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deux courbes coordonnees de Tautre systeme, et repondant a deux valeurs 
de u ayant entre elles une difference egale a du. On verrait de meme que 
( Wv est Texpression generate de Tare infiniment petit de la ligne coordonnee 
// = const. , que determinent deux courbes coordonnees de I'autre systenie 
repondant a deux valeurs de {> dont la difference est ds^. D'un autre cote, 
si dx et dy representent ces deux arcs infiniment et que fl soit Tangle qu'ils 
forment, on doit avoir pour J* expression de Tare d'une courbe quelconque 
tracee sur la surface, 

y/rfr^ H- dy^ -h ndxdy cos 9 ; 

('omparant a la valeur de ds ecrite plus haut, on voit que 

?!_ 
AC 



-- = cos 9, 



d'oii 

B^ = AC cos fl. 

Ces resultats nous seront utiles plus tard. 

75. Soient maintenant deux surfaces, la premiere representee par les 
trois equations 

X =f{u, <;) , y =/; (m, i;) , z =/, {u, v) , 

la seconde par 

.r' = (p(e/',/), / = (p, (./,.'), z' = (?,(«', i^'). 

Je commencerai par calculer, pour chacune d'elles, le carre de la courbure 
^, en fonction des variables w, i^ on u\ / qui servent a determiner leurs 
differents points. Or on a, comme Ton sait, 

I rt — 5* 

RR'~ (T 
ou 



RR' (,+p'4.9')'' 




dz dz d'z d*z 
P = di' ^ = 7^' '' = dx*' '-dxdy' 


d'z 

' = df' 


it de la premiere surface, et 




dz' dz' d'z' _ rfV 
P = d^' ^-W" '^"dx'*' ^-dx'df 





s'il s'agit de la seconde. D'un autre cote, 2, x, j sont connus en fonction 
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de u et de Vy et z\ x\ y en fonction de u\ \f'\ on pent done avoir par les 

regies connues/?, 9, r, ^, t^ et, par suite, le earre de la courbure ^, en 

fonction de w et de i^ quand il s'agit de la premiere surface, et en fonction 
de iJ et ^' quand il s'agit de la seconde. Nous allons efFectuer ce calcul qui 
n'ofFre d'autres difHcultes que sa longueur, pour la premiere surface ; et run 
verra, ce qui est fort remarquable, que le resultat ne depend que des (|uan- 
tites A, B, G dont il a ete parle plus haut, et de leurs derivees premieres et 
secondes relatives a ;/ et a i'. 
74. Reprenons les egalites 

Idx = adu H- hdv^ 
dy =1 a^du-i- b^difj 
dz = a^dii + b,^dify 

et difFerentions-les par rapport aux variables u et t^, que Ton considerera 
comme variables independantes ; il viendra 

ld^x=: -^ da^ -^ 1-^ dudv -\- -J- dx^^ , 

I da dv dv ^ 

\ du di^ dv ' 



en remarquant que 



da db d^x 



df 


■"^~' 


du 


^""^ 


dudi^^ 


da, 
dv 


= 


du 


= 


dy^ 

dudv 


da. 




db. 




d*z 



d\^ du diids^ 



Maintenant on a 



dz =^pdx + qdy^ 
d^z =^pd^x 4- qd^y -h rdx^ + isdxdy -h tdy^ , 

Done, en substituant a dx, dy, dz, d^x, d'^y, d^'z leurs valeurs dediiites 
des egalites (a) et [b), et egalant separement les coefficients de du, dv, du\ 
dudv et rfp% ce qui est permis, puisque les differentielles du et dv sont incie- 
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pendantes Tune de Tautre, il vient 

h^=ph ^ qh, , 
dttm da da* « ^ o 

da» dom da da* , , ■, > v , > 

-jj = -jj = /; 3^ -+- 9 -jj. + rot + J (a6, + K ) + «>, A„ 
Des deux premieres de ces egalites on tire aisement 

' ah^ — ha^ 

ah^ — ba^ 

^ — ah, — ha, ' 

d'ou, en substituant dans les trois autres et transposant quelques termes 
d'un membre dans un autre, on a 

ra^ -A- a Saa -4- to* == — ^»^^i — ^a^i da ah^ — ha^ da, 

* * du ah, — ha, du ah, — ha, du 

J / t . A^ \ I #« A ^^« ^«^> — b,a, da ah^ — ha^da^ 

rab ^s(ab, + 6a.) + to.fe. = ^ - ^^^_^^^ 5;^ - a&.-&a. l?r' 

rA' -+- o cAA _L /A2 ^ flt&j- — h^a, dh ab^ — ha^ db, 

' ^ rfi^ ah, — ha, dv^ ah, — ha, di^ 

(^hassant les denominateurs, multipliant membre a membre les equations 
extremes, et du produit retranchant le carre de la seconde, il viendra^ 
comme on le voit, sans difficulte 

{ab, — ha,y {rt — s') = GK — H% 

en posant, pour abreger, 

G = {aX - ^«.) J + K* - *,«) ^ H- {«^ - ba,) Js 
H={a,b, — b,a,) J -t- {a,b — b,a) -^ + {ab, — ba,) ^% 
K= {a,b, — b,a^) ^ H- {a^b — b,a) -^ -f- {ab, — ba,) -^^- 
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Reste maintenant a determiner GK — H^ en fonction de w et de ^, on plu- 
tot en fonction de A% B% C^ et des derivees de res quantites par rapport 
a u et k i^. Reprenons les egalites 

a* -h al-h al = A% 

ah 4- a< 6« -t- a^ b^^=W^ 

en les differentiant successivement par rapport a uetkvy et remarquant, 
comme on Ta dit plus haut, que 



. da db dai db^ da^ 


db. 


dv du ds^ du ' di^ 


= du' 


facilement les six equations 




da dai da^ * dA 


= D, 


da . dax , da^ . dk 

«j. + «« J. +«w. = ^d. 


= E, 



db db^ db^ ti d^ ^ dC ^7 

"a + «■ * + «. Ii7 = "8 * - C 3^ = F. 

L ^* , 7 ^ii , # db^ f^ dC ^ 

De la on tire aisement, en eliminant successivement -j-t -7^ et -^ entre la 

du du du 

premiere et la quatrieme de ces equations, 

[a,b— b,a) -^ -h {a,b — b,a) ^ = D6 — D.a, 
(a A — b\a,) -^ + {ab, —ba,)£ = Db, — D,a., 
{ab^— ba,)'-£ -^{a^b^— h,a,)'-^ = Db, — D,a,. 

De meme, en eliminant successivement -1- ? -V > -7^ entre la deuxieme et la 

ai/ di^ di^ 
XX Xn* Cahier. i?. 
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cinquieme, et 
tions, il vient 



. V db db* dbn . i-.--^ ^i • ^x i a ' 

Cinquieme, ^^ -j- ^ -t-> ~j^ entre la troisieme et la sixieme des inemes equa- 



(a,b - b,a) ^ + {a,b - h,a) ^ = Ei - E,«, 
{a^b, — b,a,)-^-+- {ab, — ba,) -^ =: Eb, — E,a,, 

{ab, — ba^) -^ -h {a,b^ — h,a,)-^ = E6, — E,a,, 

(a, />» — 6,tt) -^ -h (a,6 — 6,a) -^ = F6 — F.a, 
(a,b, — b^a,)-^ h- (a*, _&«,)_= F6, — F, a, , 

(«^», — ba,)-^ + (a, 6, — 6, a,) -^ = F*, — F, 6, ; 

mais GK — H*, par un artifice bien connu et fort simple, peut etre mis 
sous la forme 

— ^{ab, — ba,)j^-h{a,b,—b,a,)-^l^ ^{ab,— ba,)^-hia,b,— b,a,)-^^ 
-^^{ab,—ba,)^-h{a,b,—b,d,)^J 
-[(a,b-b,a)^^{a,b-b,a)^][{a,b-b,af^+{a,b-b,a)^] 

— ^{a,b, — b,a,)-^-h{ab, — ba,)^^{a,b,— b,a,)^-h{ab, — ba,)^j 
-4-^{a,b, — b,a,)^-h{ab, — ba,)^J- 

Done, en remarquant que 

^Ji_/^Y da,dbi (da^y datdb, (^"V 
du dv \du / du dv \dv ) du d\> \dv ) 

J { db dbi dbt\ (da dai dat\ 

du du du dv 
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et en se servant des formules precedentes, il vient 

-{Db,-D,a,)(Fb,-F,a,)^{Eb,-E,a,r 

— {Bb — D,a) {Fb — F,a) + (E^^ — E,ay 

-{m,-D,a,)(Fb,~F,a,)-^{Eb,-E,a,r 

= [(«^. - ba,y + {a, b, — b,a,y + [a,b — b,ay\ (^^ — ^^ 

4-(E^ — DF)G^+(EJ— D,F.)A^— (2EE, — DF. — D,F)B\ 
Or 

{ab, — ba,y-h {a, b, — b,a,y -f- {a,b — b,ay = A'C — B* ; 
on a done encore 

GK — H» = (A^G* — B^)(^ — ^W(E^-DF)C^ 
+ (E;; — D,F,) A^ — (2EE, — DF, — D,F) B^ 
D'lin autre cote, puisque, ainsi qu'on I'a trouve plus haut, 

Hibi — b^ «i abf — buj 

^ oil — - iai ' ^ ail — 6a, ' 

on a 

K^P-^q)— [at?,-ba,Y — [ab,--ba,Y' 

done le carre de la courbure 

I _ rt — s' _ GK — H* . 

RR' ~ (i-f-;?*^-^')' ~ (A'C — B*)*' 
sera egal a 

{A:0 — B*) (^ — ~^) -i- (E' — i>F)C' -h (£{ — D.F.) A' ~-(2EE, — DF, - D,F) B^ 

ou bien, en substituant a D, E, F, D, , E, , F, , leurs valeurs, a 

, / £/'B» \d^O id'A}\ l\l^\_ dA^dW_ dA' da I ^. 

\£/tf du a rfa' a dv* J 4 L \ ^^ / ^'^ '^*' ''" ^" J 

(A^C — B*)' 

ilV'^'V-J ^^ ^C' £/An I / (/A^ ^/C^ ^A^ ^C \ ^^ 

4 L\ ^'^ / ^" ^*' ^'^ ^^'^ J 4 \ ^^ ^'^ ^'* ^^^ / 

"^j (A'C» — B*)» 

1/^ ^B'^B' ^B'rfC ^A'^B^ \ 
2 \ du dv du du dv dv J 

*^ (A'C — B*/ 
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Telle est I'expression du carre de la courbure. On voit qu'elle ne depend que 
des fonctions A% B*, G* et des derivees premieres et secondes relatives a u 
et a t^ de ces fonctions. Cette importante proposition est due a M. Grauss, et 
le calcul qui precede est, a quelques simplifications pres, celui que Ton 
trouve dans le celebre Memoire intitule: Disquisitiones generales circa su- 
perficies curifas. 

Nous appellerons M cette expression du carre de la courbure de la pre- 
miere surface, et M' Texpression correspondante pour la seconde surface ; de 

maniere que 

M = const, et M' = const. 

representeront respectivement les lignes d'egale courbure de la premiere et 
de la seconde surface. 

75. Proposons-nous actuellement de calculer la distance de deux lignes 
d'egale courbure infiniment voisines et tracees sur la premiere surface par 
exemple. Soient AB et A'B' ces deux lignes {fig- 26) et m un point pris sur 
la premiere; menons mm' normalement a A/nB que nous terminons a A'B': 
il s'agit de calculer mm\ Appelons ueti^ les coordonnees curvilignes du point 
m ; ^^ -h J'w, p -h (Tt^ celles de w', et enfin u h- du, v -{- ds^ celles du point n 
infiniment voisin de m et situe sur la ligne AB ; nous aurons d'abord la dis- 
tance 

mm\ = h = yjA.'Su' + iWSu^s^ + G'^i^^ 

Reste a obtenir Su et ^v. Appelons eTM Taccroissement que recoit la cour- 
bure de la surface quand on passe de la courbe AB a la courbe A'B'; nous 
aurons 

<?M = -J- (Jw H- -T- d\>, 
du dv ' 



puis, en exprimant que mm' est normale a AmB, 

K* dudu K [ du du\ a 



9 representant, comme plus haut, Tangle des deux lignes coordonnees; ou 
bien, en observant que 

dM J rfJVl , 

-7— ail -+~ -7- dv = o, 

du dv ^ 



d'oi 



ou 
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dM 
du dv 

d^~ ~dM.' 

dii 

(m / m.^ 

A' $u dv A( du dtf \ n 

dii \ dii / 

OU en reinplacaiit cosO par sa valeur, 

De cette equation et de celle qui a ete ecrite plus haut, on tire aisement, par 
nn artifice son vent employe par M. Cauchy, 

du ' ov cJJVI 



du d\^ dv^ du \dv J du d%^ \ du J 

et par consequent 

(c-f-H-f).>. 



• > 



^V = 



{ dM „, dU\ ,,. 



Kfy--^ff--(f)^' 



d'oii, substituant dans la valeur de Ss^ il vient 



/ /^^M ^dUy ^'/^dU ^dM\ I dM ^ dM\ / dM ^^dMy 

.,/^M\' ^.dM dM ^ (dM \' 



.V,>..-B,[c(g)-,B.gf..(-^-y| 

V/MV-' 



-r^y— ^T!-r-(v"v 



:±*M. / : 



A'C^— B* 






rfM\' ^dMdM 
— I — 2 B' — 

dv J du dv 



le signe du second membre etant evidemment celui de JM, puisque ^s est 
positif. On trouverait evidemment de la meme maniere la distance Ss de 
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deux courbes d*egale courbure infiniment voisines appartenant a la seconde 
surface, et Ton aura it 

<r.v' = =t ^M' . / T^Tirrr ^^ ^ 



V-l^)'--"^'^--!^)' 



SM' etant Taccroisseinent positif ou negatif de la courbure de la surface, 
obtenu en passant de la premiere a la seconde des lignes considerees, et le 
signe du second membre etant celui de cet accroissement. 

76. Calculous encore la courbure geodesique d'une ligne d'egale cour- 
bure de la premiere surface; d'abord, en appelant ds Telement de la ligne, 
et representant par Sles deplacements normaux a cette ligne, cette courbure 
est egale, abstraction faite du signe, a 

6ds 
risSs' 
Or 

done 

dsMs = A'du^dn -h B'du^di^ -h B'di^Sdu -hC'dvSdv 

du, di', ds, ^u, ^v, S's verifiant les conditions 

dM. J dM , 

— du^-^dv = o, 

ds = y/A' rftt^' + 2 B» tfotA' + G* dv'' 



=±|\/A-(fy-^B.ff-.c.(-y, 



Sv=^ 



(^■f-B-f)^»' 
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Posons maintenant, pour simplifier, 

du , (JM , 



dv 



-(f)'--ff-c.(f)' 



d ou (iu=^n —J- ? at' = — n -y- -> 

a\^ du 






il viendra, en substituant, 

*^* = [(A-f-B'f)^^^(B-f-C-f)^*]* 

-^B«f[S(c-f-B'f) + f(A.f-B=f )]/,.* 
OU bien 



Mais 






-f) 



=rX//. 



\ </<> / du du \ ^« / 
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et aussi 

.d.= Adi^A--B-J _^ 

\dif ) du dv \du I 

Done, en substituant et simplifiant, 

ou, en developpant les difFerentielles et substituant a du et a dv leurs valeurs 
ecrites plus haut, 

^^dudud. d.\du) ^.du\dp)"^ dv\d.) 

dv du^ du dudv dv dudtf flu dv' J 

r/« V ^P j ^ ^ rfr rfa ^P "^ ^ dv\du) du \ du I I 

_^ ^» ^> — _. B' -f- B' I 

dv dudv du dv'' dv du^ du dudv J 

d'oii enfin, en divisant les deux membres par d^^ et ^s dont les valeurs en 
fonction de h et de A' ont ete ecrites plus haut, il vient, pour la courbure 
geodesique demandee, 

/.,rfM „,<iM\r ^dCdMdM dC fdhiy rfB/JM\' .d/i/dMy dMd^U dJAd^M dMd^ B*— — 1 

,..c.-.,»[v(f)'-,„,-'^.c.(i2)-]' 

ou bien encore 

/ JM ^rfM\rdCMM<fM idc'/duy df^wdm^ li^f^y] /w«£^_rt£M\n£A^/^y_£A;£MrfM ^(^^Y__'i£ ^ 

•^*^^--^\ ^^ </aJL<^ <^" ^«^ Qdv\du) du*\dv) '^7dv*\dv ) y\ dv~ du)l2 du\^ ) dudu'lT'^ dv \du ) ~> d. ' d 



cos^ , 



' LV ^ft' / du* ^ rfg </w </K<f7' '^\du) dv* 
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Quant aux signes places devant les deux ternies du second niembre, on voit 
que si I'on suppose, ce qui est toujours permis, que M croisse du cote des 
lignes d'egale courbure ou sont situees les normales a ces lignes, qui occu- 
pent, par rapport aux tangentes des memes lignes prolongees dans le sens des 
arcs positifs, et aux normales exterieures de la surface, la position ordinaire 
de la partie positive de I'axe de y par rapport aux parties positives des axes 
des X et des z, le signe qu'il faudra adopter sera le signe — . 

On obtiendrait de la meme nianiere la valeur de la courbure geodesique 
de la ligne d'egale courbure tracee sur la seconde surface et que nous 

appellerons ^-^7 — Cette valeur ne differerait de la precedente, d'apres nos 
notations, qu'en ce que toutes les lettres seraient accentuees. 

77. La formule precedente est assez compliquee; je remarquerai qu'on 
la simplifie beaucoup quand on prend pour lignes coordonnees de Tun des 
systemes, pour celles par exemple qui sont renfermees dans ['equation 

i^ =: const. , 

les lignes d'egale courbure. En efFet, M peut alors etre considere comme egal 
a (^, et Ton a 





d.-' 


et 






dM rf'M ^'M rf'M 

du du* dudv dv* ' 


par consequent, 






, JA ,„^B „,^/A 
co,e_ ^'d.-'^^du^'' du 




^ A'(A'C' — B') ' 



Sous ce rapport, il conviendra de considerer x^ j, z comme fonction des 
deux variables independantes w et M, en eliminant v au moyen de la relation 
qui lie M, u et v. 

78. Ayaht calcule M, j^? en fonction de w et de ^^; M^ g^,, ^^^ 

en fonction de u' et de p', nous exigerons, pour que les deux surfaces soient 
developpables Tune sur Tautre, que Ton puisse determiner // et v^ en fonc- 

XXXIP Cahier. i3 
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tion de // et de i^, de maniere que Ton ait en meme temps les trois relations 

. Cela etaut, si, de plus, raceroissement de pour un deplacement infini- 

inent petit efFectue sur une courbe d'egale courbure de la premiere surface 
dans le sens des arcs positifs de cette courbe, est egal a Faccroissement de 

— -r- relatif a un deplacement egal efFectue sur la courbe d'egale courbure 

correspondante de I'autre surface, les deux surfaces seront developpables 

Tune sur I'autre . L'expression de I'accroissement de ^-^ ? de meme que celle 

(le Taccroissement de — r-' s'obtiennent d'ailleurs facilement comme il suit: 

P 

flu et dif etant les accroissements que recoivent les coordonnees w et i' , on a 

d'abord 

cos , cos 9 

a ■ 



, cosQ 



= / ' du 4- / • dv. 
flu av^ 



Mais 



et 






A'du'-h2B'dudi>-^-C'di^' = ds\ 

en appelant ds la valeur du deplacement effectue sur la courbe d'egale 

courbure : de la nous tirons 

dM , 

-J- ds 

du = -^ ^^ 



\/A-(fy-3B-ff+c.(fy' 

J- as 

di' = ±: ''" 



done 



\/*-(f)-^B.-f.C.(- 



V 



/ COS 9 cos 9 

d ,»* d 



cose_( p rfM p dM] dids 



J cosw 



^ 



dii dv du '^'* / / .2 / dmy _ i>2^^ c^f^y 



v/A-(f)-.B.-f.C.( 



d,l I 
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On aurait de meme 

Tegalite que nous exigerons, independamment des equations (i), est don(* 

, cos , cos B J cos 0' , cos 6^ 

du dv dv du du' dv' d\> du' 

que Ton pent encore mettre sous la forme plus simple 

,/cos0\ d^^^^ ,cos6' d^^^' 

' \~)du _ ~ (m J2 ^ "7^ dw 

/ \ du dv dv du du^ dv' dv' du' 

en vertu de Tegalite 

d$ ~ 6s' ' 

et oil le signe devra etre convenablement fixe dans chaque cas. 

79. Pour demontrer que lorsque les conditions (i) et (2) sont satisfaites, 
les surfaces sont developpables Tune sur Tautre: observons que si, apres 
avoir pris le point quelconque A sur la premiere surface, nous choisissons 
pour le point correspondant A', sur la seconde, le point qui a pour coor- 
donnees les valeurs de w' et v' deduites des equations (i), dans lesquelles on 

a mis en place de m et de ^ les coordonnees du point A, le rapport — 
pour le point a [fig. -ib) sera egal au rapport ^^ pour le point a' d'apres 

la relation (a) ; et comme la valeur de M pour le premier point est egale a 
celle de M' pour le second, les coordonnees de ces deux points verifieront 
deux des equations (i), et, par suite, toutes les tpois: alors on pourra 
conclure aussi que b et b' sont deux points dont les coordonnees verifient 

!3. 
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les trois equations (i); qu'il en est de nieme des points c et c', etc. ; enfin des 
points M et M'. En second lieu, il resultera de la formule (7) du n*" 29, 
que les longueurs A,^,, a^h^ etc., sont respectivement egales a A'^a'^, 

a\ h^ , etc.; et aussi de la formule (12) du n° 58, que le rapport pour les 

r 
COS 0' 

points A^, a,, 6^, etc , est respectivement egal au rapport ,- pour les 

r 

points A'^, a'j, i'^, etc.; d'oii Ton conclura, deux de ces equations Tetant, 
que les trois equations (i) sont satisfaites pour les points A, et A'^, a, et 
(i^^ 6, et 6j, etc. On verrait de meme que les memes equations sont satis- 
faites pour les points A^ et A'^, a,, et a'^, h^ et 6,, 5 ^^c., et ainsi de suite. 
La condition que nous avons exigee ci-dessus (n*" 70) pour que deux sur- 
faces soient applicables Tune sur Tautre est done satisfaite. 

On remarquera aisement que la demonstration precedente ne suppose 
pas la relation (-x) satisfaite pour tons les points conjugues des deux surfaces, 
mais seulement pour tons ceux de ces points qui sont situes sur deux lignes 
d'egale courbure correspondantes : d'oii resulte que, dans bien des casj elle 
sera inutile. En effet, il arrivera souvent que Tune des lignes d'egale cour- 
bure sur la premiere surface se reduira a un point; or, si alors la ligne 
d'egale courbure correspondante sur Tautre surface se reduit aussi a un 
point, la condition (2) sera satisfaite d*elle-meme pour ces deux lignes d'e- 
i^ale courbure. 



Enfin il est evident que Tegalite (2) pent (^tre remplacee par plusieurs 
autres : ainsi, par exemple, on pent lui substituer celle qui exprime que Tac- 

croissement de ttj > pour un deplacement infiniment petit effectue sur une 
courbe d'egale courbure de la premiere surface, dans le sens positif de cette 
courbe, est egal a I'accroissement de jjrp relatif a un deplacement egal effec- 
tue sur la courbe d'egale courbure correspondante de I'autre surface. De 
meme on pent remplacer I'egalite (2) par celle qui exprime que les elements 
de deux lignes d'egale courbure correspondantes et appartenant aux deux 
surfaces, termines a des points dont les coordonnees representent deux 
systemes de valeurs de u^ v^ u\ v verifiant les trois equations (i), sont 
egaux entre eux ; cette derniere egalite est d'ailleurs, comme on le voit 
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aisement, 


dxdU <^x '^M 

1 du du dv du 

dv' 


on = z 


d$ dM dB dm. 


(2) — 

^ V^A'C— B' 


^ du dv dv du 

- dW 

du' 



en appelant ;t (w, i^) et (w, v) les valeurs de u^ et de p' en fonction de u et 
de (^ que Ton deduit des equations (r) . 

80. II pent se faire que le systeme des equations (i) se leduise a la pre- 
miere, en d'autres termes, que la seconde et la troisieme de ces equations 
rentrent dans la premiere: dans ce cas, on aura evidemment 

'::^ = ,,(M), £^^=,,(M); 
et pour tons les points de AM {Jig. 25), Ss et ^-^ seront constants, ces 

r 

quantites etant d'ailleurs toujours egales a ^/ et — p-« D'apres cela, on voit 

que les surfaces seront alors developpables Tune sur Tautre d'une infinite de 
raanieres: en effet, apres avoir choisi le point A sur AM, 6n pourra prendre 
pour son conjugue A' tel point qu'on voudra de A'M'. Dans ce cas, si 
Ton veut obtenir un systeme de points conjugues, il faudra chercher les tra- 
jectoires orthogonales des lignes d'egale courbure des deux surfaces, trajec- 
toires qui sont ici evidemment des lignes geodesiques ; on assujettira ensuite 
A et A', et, par suite, A^ et A'^ , A2 et A'^, etc. , a se trouver sur deux trajec-^ 
toires orthogonales tout a fait quelconques d'ailleurs des lignes d'egale cour- 
bure de Tune et de Tautre surface ; et puis a et a , a^ et ci^ , a^ et a^, , etc. , 
b etb\ b^ et Z>'j, b^ et h^^ etc. , a se trouver sur des trajectoires respective- 
ment equidistantes des premieres aux points situes sur les lignes AM et A'M'. 

81 . L'equation en u et v des trajectoires orthogonales des lignes d'egale 
coarbure est pour la premiere surface, comme on Fa vu plus haut, 

comme aussi celle des trajectoires orthogonales des lignes d'egale courbure 
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de la seconde surface est 

(c"r-B"^)-(A'=f^-B'-^)^=o. 
On integrera done ces deux equations , ce qui donnera 

puis on substituera aux constantes c et c' des fonctions 4 {c) et 4' (<^*0 ^^ ^^^ 
oonstantes , que Ton determinera par la condition , que la serie des courbes 
renfermees dans les equations precedentes et obtenues en faisant varier c et c 
par degres egaux, aient entre elles la meme distance pour tons les points 
appartenant a une meme ligne d'egale courbure quelconque; condition qu*il 
est evidemment possible de remplir d'apres les hypotheses. Ainsi posant , par 

exemple , 

F{u,i>) = 4{c), 
on en deduira 

d¥ fv dF ^ ddj t 

du dvf dc 

Su et Sif se rapportant a un deplacement normal a la trajectoire et etant , par 
consequent , tels , que Ton ait 







rfM r dU. 
du dv 


De la on tire 








6u 
' dM 


d^^ 

0^ dc 




~ dM~dFdM dFdM 




dx> 


du du di* ds^ du 


d'oii 




rfM d^ ^^ 

r dv^ dc 
A 11 1 




''" — rfFr/M rfF./M' 






du dv dv du 






dlA d6 , 



j^ du dc 

^^— dFdM_dFdM' 
du di^ ds^ du 

et, par consequent, pour la distance des deux trajectoires orthogonales 
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correspondantes aux valeurs c et c -+- Jc de la constante, 






du dv dv du 

Cette expression peut etre mise sous une autre forme. En appelant K le 
facteur qui a rendu integrable le premier membre de Tequation des trajec- 
toires orthogonales des lignes d'egale courbure , on a 

du \ du du / 

— = K I^B' — — C —\ , 
di^ \ di^ du / ^ 

et, par consequent, 

Sf-ff = >^[A'(f)"-^B.ff^C=(f)]; 
done 

^ . '^'^ 



Si Ton veut maintenant que j^ soit constant pour tous les points d'une 
meme ligne d'egale courbure , comme pour tous ces points le radical 



v/*(f)'--ff--(f)" 

dj^ 

dc 

a deia la meme valeur, il faudra qu'il en soit de meme de —-=======; or 

K y/A^C* — B^ contenant u et i^ peut etre exprime en fonction de M et de 
-4 {c) au moyen des deux equations 

M = M, F(w, P) = 4(c). 
On voit meme que le resultat devra etre simplement fonction de 4, et alors. 
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posant Inequation 



dc 

= const. , 



Ks/A'C — B^ 



on en deduira par une quadratnre la valeur de 4 (^') • 

On procedera de meme pour avoir 4' (c) ? en ayant soin , bien entendu, 

de prendre ^ egal a la meme eonstante que ^ 



K' v/A'* C — B'^ "^ ^ K v/A= C* — B* 

82. Une fois 4 {^) ^t 4' (^') determines par les conditions precedentes, 
on obtiendra les points conjugues des d6ux surfaces , en tirant des deux 
equations 

F {a, .) = 4 (c), r {u\ /) = 4' (« + c), 

les valeurs de w', ('' et c en fonction de w et de ^. Dans ces equations , a re- 
presente une eonstante quelconque. 

83. Faisons une application des formules precedentes. 
Gonsiderons Thelicoide gauche dont les equations sont, comme Ton sait, 

^ = (; cos Uj / = i' sin Uy z = mu^ 

in etant une eonstante, et la surface de revolution engendree par une chai- 
nette tournant autour de sa directrice, et dont les equations pen vent etre 
considerees comme etant 

X = v' cos u\ X= ^' sin u\ z = n ^ — i arc ( cos = ~ } 5 

n etant une seconde eonstante. Nous aurons d'abord 

A^ = m^-+-i'% B^ = o, C^ = i, 
A'^ = /% B'= = o, C'^ = -7T^ • 

V ' TV 

Calculous maintenant les carres des courbures de ces deux surfaces; nous 
trouvons aisement, au moyen de la formule du n*" 74, pour la premiere 
surface, 
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et pour la seconde, 

-^• 

Nous poserons done 

m n 

ou bien 

m -] = — » 

m n 

et en meme temps nous voyons que 

dM_ dM_ 4m«<^ 



dM dM_4n* 

d'oii nous tirons 



du! ~ ^' du' — y^' ' 






ce qui donne pour seconde equation, 



Enfin la troisieme se calcule aussi sans difficulte, et donne 

u et e^^ manquant dans nos trois equations, ii faut que nous puissions en 
tirer v' en fonction de p. Or la premiere et la derniere donnent les deux 
valeurs de v' suivantes: 

i^ == h 'Wn, 

m ' 

^ = — r + ^% 

wr 
qui ne peuvent etre compatibles entre elles qu'autant que m=^ n\ alors on a 

et il est facile de voir que cette valeur verifie aussi la seconde equation. 

XXX IP Cahier. i4 
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Quant a la quatrieme equation, qui exprime que la variation du rapport 

^-^ relatif a une ligne d'egale courbure, pour un deplacement constant 

efFectue sur cette ligne, a la meme valeur quelle que soit la surface consi- 
deree, elle se reduit a une identite = 0. Les deux surfaces proposees sont 
done developpables Tune sur Fautre quand m =^ n. De plus, comme les 
trois equations qui, en general, servent a determiner m' et v^ en fonction de n 
et de i', se reduisent, dans le cas actuel, a une seule 

nous voyons que cette superposition pent se faire d'une infinite de manieres. 
Si Ton veut connaitre les coordonnees u^ et i;' du point conjugue de a, t^, 
on y parviendra bien simplement dans le cas actuel. En efFet, on voit 
facilement qu'ici les trajectoires orthogonales des lignes d'egale courbure 
sont precisement les lignes coordonnees u = const, pour la premiere sur- 
face et uf = const, pour la seconde, et que, de plus, pour des accroisse- 
ments egaux de u ou de u\ on a des courbes sur la premiere surface ou sur la 
seconde, qui ont la meme distance, aux points conjugues. D'apres cela, les 
equations qui determineront w' et t^' en fonction de w et de (^ sont 

a etant une constante tout a fait quelconque. 

84. II pourrait se faire que, pour tons les points de chacune des surfaces 
considerees, la courbure fut la meme; alors il n'existerait plus de lignes 
d'egale courbure, et les considerations precedentes se trouveraient en defaut. 
Mais il est evident que si Ton a deux surfaces d'egale courbure et que la cour- 
bure pour les differents points de la premiere soit egale a la courbure pour 
les differents points de la seconde, ces deux surfaces seront toujours deve- 
loppables Tune sur I'autre, et meme de fa^on qu apres avoir pris un point 
(juelconque A sur la premiere surface, il sera possible de lui donner pour 
conjugue un point quelconque A' de la seconde. Si, dans ce cas, on veut 
trouver un systeme de points conjugues, on cherchera pour la premiere sur- 
face les lignes minima issues du point A, et pour la seconde les lignes minima 
issues du point A', et les points conjugues, en conservant les notations du 
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n° 67, seront ceux pour lesquels on aura 



r =. r ^ CO = cd , 



II va sans dire que les lignes minima fixes, a partir desquelles on compte les 
angles ev et 6b»^ sont supposees tout a fait quelconques Tune par rapport a 
Tautre. 

85. La consideration des surfaces d'egale courbure , qui jouissent , comme 
on le voit aisement, de la propriete de se developper sur des spheres, pent 
etre utilement employee dans differentes circonstances. Ainsi, par exemple, 
etant donnee une surface quelconque, il est toujours possible de trouver 
une surface d'egale courbure , qui lui soit osculatrice en un point donne ; 
par consequent , on peut aussi faire jouer a ces surfaces d'egale courbure le 
meme role qu'au cercle osculateur quand il s'agit des lignes: il est meme 
facile de prevoir qu'a cause de la propriete qui lie les surfaces de courbure 
constante a la sphere, il sera permis, sous quelques rapports, d'en retirer 
les memes avantages que des cercles osculateurs. Pour le montrer par un 
exemple , je prendrai le beau theoreme de Legendre sur les petits triangles 
spheriques , et d'apres lequel ces triangles sont resolubles comme des tri^ 
angles plans , pourvu qu'on diminue chaque angle du tiers de Texces sphe- 
rique. II est evident que ce theoreme est vrai pour les surfaces a courbuie 
constante, d'apres la propriete fondamentale de ces surfaces; par suite, 
il est vrai pour une surface quelconque : on arrive ainsi tres-simplement a 
un beau resultat que M. Gauss a deduit de calculs fort compliques. A la 
verite on ne voit pas encore avec quel degre d 'approximation le theoreme 
s'applique, mais cette seconde partie s'etablit aisement, comme il suit: 
Considerons deux surfaces infiniment voisines S et S'; tracons sur la pre- 
miere un triangle ABC ou T dont les cotes soient des lignes geodesiques, 
et par les differents points des cotes de ce triangle menons des normales 
a la surface S que nous prolongerons jusqu'a leur rencontre avec la sur- 
face S' : nous formerons ainsi sur la surface S' un second triangle que nous 
appellerons A'B'C ou T'. Or il est evident d'abord que les cotes du triangle 
T' auront en tons leurs points leur courbure geodesique infiniment petite du 
meme ordre que la distance des deux surfaces S et S', et que la difference 
des cotes du triangle T' et des cotes correspondants du triangle T, de meme 

'4 
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que la difference des angles correspondants et des surfaces de ces deux 
triangles seront infinimerit petites d'un ordre double de celui qui represente 
la distance des deux surfaces S et S'. En second lieu, si Ton compare la ligne 
geodesique tracee sur la surface S' et joignant les deux points A' et B' par 
exemple, au cote A'B' du triangle T', on verra aisement que la distance de ces 
courbes en leurs differents points, les angles qu'elles forment aux points A' 
et B' et la portion de la surface qu'elles comprennent, sont du meme degre de 
grandeur que la courbure geodesique du cote A'B' du triangle T', et que la 
difference de leurs longueurs est du meme degre de grandeur que le carre de 
cette courbure: il suffit de se rappeler la for mule (12) etablie au n^ 38, et la 
forme de la valeur qu'on en deduit pour ^(j par Tintegration. Tout ceci admis, 
il est facile de conclure que si le theoreme de Legendre est vrai pour le tri- 
angle ABC, en negligeant les infiniment petits d'un ordre egal ou superieur a 
celui de la distance des deux surfaces S et S', ce theoreme sera aussi vrai pour 
le triangle T'^ trace sur la surface S' et forme en joignant deux a deux les 
points A', B', G' par des lignes geodesiques, en negligeant les infiniment petits 
de r ordre de la distance des deux surfaces S et S'. Supposons maintenant que 
les deux surfaces S et S' soient osculatrices Tune de Tauti'e en un point O du 
triangle ABC et que Tune de ces surfaces, la surface S par exemple, soit une 
surface a courbure constante. Si nous supposons que les cotes du triangle T 
soient des infiniment petits que Ton considerera comme du premier ordre, 
le theoreme de Legendre sera vrai pour le triangle T, en negligeant les in- 
finiment petits du quatrieme ordre; en meme temps Iqs normales a la surface 
S qui servent a determiner le triangle T' seront infiniment petites du troisieme 
ordre: done le theoreme de Legendre sera vrai pour le triangle T", en ne- 
gligeant les infiniment petits du troisieme ordre, ce qui est bien le degre d'ap- 
proximation obtenu par M. Gauss. Le meme raisonnement prouve que le 
theoreme sera vrai aux infiniment petits pres du quatrieme ordre, quand on 
pourra trouver une surface a courbure constante ayant avec la surface pro • 
posee un contact du troisieme ordre. Or c'est ce qui arrive dans certains cas ; 
car si Ton cherche, sous forme de serie, la valeur de z qni verifie Tequation 
des surfaces a courbure constante, 



c* 



rt — r _, I 



[i-^p'^q') 



rt' 
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(Jans laquelle la constante a est tout a fait quelconque, on voit que Ton pent 
prendre arbitrairement pour un point de la surface, non-seulement/;, q^ r^ 
cV, t^ mais encore deux des quatre derivees du troisieme ordre ; de telle sorte 
que si, apres les avoir prises egales a celles que Ton deduit de Tequation de 
la surface proposee, les deux autres derivees du troisieme ordre se trouvent 
aussi egales pour les deux surfaces, ces surfaces auront un contact du troi- 
sieme ordre. Tout cela avait ete remarque par M. Gauss. 

86. Je terminerai par quelques remarques relatives a ces suriaces d'egale 
courbure. Reprenons leur equation aux derivees partielles, qui est 

rt — 5* , 1 



p^ q^r ^ s ^t conservant leur designation habitueile. 

L'integration generale de cette equation parait offi'ir de grandes difK- 
cultes. Mais si on se donne comme nouvelle condition que la surface soit 
de revolution, on Tetfectue tres-simplement ; en effet, dans ce cas, on voit 
directement que Tequation se reduit a 

>^? y ^^ J se rapportant au meridien de la surface. 
De la on tire 

y u J . 

multi pliant par idy et integrant, il vient 

; = ^ =P —' 

1 -hp* ^ a* 

Dans le cas oil la surface ne doit presenter aucun point singulier, il faut 
que pour r = o on ait /? = X) ; done c = o , et alors 





• _3-j' 




I-+-P' -•- a*' 


oil simplement ici 






I y' 




i+p'~«" 


d'oii Ton tire 





y^^l^X—bY=d'. 
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Ainsi la surface, dans ce cas, est necessairement une sphere. Mais admet- 
tons que la meridienne fasse un angle quelconque a , avee Taxe de revolu- 
tion : pour y == o on aura p = tang a ; done 



et Tequation deviendra 
d'oii 

d'oii enfin 



c = cos^ a , 



2 *♦ 

^ a' cos' a qr j^* 



dx \ a* cos* a =p J* 

^ y/ (a^ cos' a qz j') (g* sin' « ±y ) 
g* sin' a itj^* 



L'integration du second membre depend des fonctions elliptiques, et, par 
consequent , ne pent etre faite sous forme finie ; mais on obtient simplement, 
conime Tout montre MM. Delaunay et Sturm pour quelques questions dt^- 
pendant du calcul des variations {voir le Journal de M. Liouville, t. VI) , 
I'equation de la courbe, qu'il faut faire rouler sur une ligne droite pour 
qu'un certain point appartenant a cette courbe decrive la meridienne cher- 
chee. En effet, d'apres les relations indiquees par M. Sturm, et que Ton 
retrouvera facilement , on doit avoir, entre les coordonnees polaires de la 
courbe cherchee et les coordonnees rectangles de la meridienne , 

dx _, I _, I 



v>s 



et , par consequent , dans le cas actuel oil ( -y- j = g -k.7 



SUR LA THEORIE GEN^RALE DES SURFACES. IH 



OU 



d'oi 




OU 



^^ ± 1 = a^ cos^ a ' 



r , dd 



/a* sin' 



a CI cos OL 

^±1 



d'oii, en integrant, 

a sin a i / * d:lan£r«.tf I q:Unga.(?\ 

— 7— — ^v ^A^ ;• 

Dans cette equation, le signe qui pr^ede fi est indetermine, mais celui qui 
est place devant ^ depend de celui de la courbure ± -, de la surface. 

§ VII. — Recherclie de toutes les surfaces gaudies qui peiwent sappliquer 

sur une surface gauche donrwe. 

87. Dans ce qui precede, nous nous sommes bornes a indiquer le nioyen 
de reconnaitre si deux surfaces donnees par leurs equations etaient ou non 
developpables Tune sur Tautre. On pourrait attaquer la question sous un 
autre point de vue , et se proposer de chercher toutes les surfaces qui sont 
developpables sur une surface donnee; la question ainsi posee offre des 
difBcultes plus serieuses. Nous allons la traiter pour le cas des surfaces 
gauches, en nous aidant d'un travail qui a ete public sur ce sujet par 
M. Minding, dans le tome XVIII du Journal de M. Grelle, et en suppo- 
sant, comme cet habile geometre, que les generatrices rectilignes des deux 
surfaces soient des lignes conjuguees. 

Supposons les surfaces determinees de la meme maniere que dans le 
§ IV. Ainsi, pour definir la premiere surface, donnons-nous une courbe 
directrice AmB, par trois equations de la forme 

X ^f{u), f = (p{u), z = 4 {u), 
et les angles «, (i^ y, en general fbnction de u que les generatrices recti- 
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lignes torment avec les axes des coordonnees, de maniere que les coor- 
donnees d'un point quelconque de cette surface soient 

X = a: + /2 cos a, 
Y = J + /Jcos/3, 

Z = z H- w cos 7, 

n etant la distance comptee sur la generatrice rectiligne de ce point a la 
directrice. 

Soient ensuite, pour une seconde surface que nous voulons determiner par 
la condition qu'elle puisse se developper sur la premiere, 

X'=f{u), / = ?'(«), 2'=4'(m) 

les equations de la transformee de la directrice de la premiere surface, et 
a', /3', y les angles que les generatrices rectilignes font avec les axes des 
coordonnees, de telle sorte que les coordonnees d'un point quelconque de 
cette seconde surface soient 

X' = a:' -t- n! cos a', 

Y'=/ + /i'cos/3', 

TI =1 z' -\- r/ cosy\ 

Commencons par calculer, pour chacune des deux surfaces, les fonctions 
que nous avons appelees U, U^, U^, U3 dans le § IV, c'est-a-dire posons, 
pour la premiere surface, 

(■) (^)'+(l)"-(S)'=". 

dx ^ dr {dz\ TT 

. Q V dx d cos a dj d cos |3 dz d cos 7 | j 

^ ^ du du du du du du ^' 

;,^ fdcosa\^ fdcos3\^ /dcosy\^ tt 
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et pour la seconde, 

(■') (^)V(^£)V(S)'=u', 

(2) cosa^ + cosp-£--f.cos7 -^=U,, 

/q/v dx' dcosa' dy' dcosfi' dz' dcosy' |t. 

II est clair que si Ton determine x\ y\ z\ a , |5', y' par la condition que 

jU =U', U, = U'., 

les deux surfaces pourront se developper Tune sur I'autre, et, reciproque- 

ment, lorsque du nioins on s'impose la condition que les generatrices recti- 

lignes des deux surfaces soient des lignes conjuguees : il sufHt, en efFet, de 

se rappeler les formules du n^ 54. Joignant done a ces quatre equations 

la suivante : 

cos* a' -h cos* |3' H- cos* >' = i , 

qui doit evidemment etre satisfaite, on aura un systeme de cinq equations 
au moyen desquefles on pourra determiner cinq des six inconnues x\ y\z\ 
cos a', cos jS', cos 7' en fonction de la sixieme, qui devra etre consideree 
comme fonction completement arbitraire de w. 

88. Pour faire le calcul, remarquons d'abord, avec M. Minding, qu'on 
pent laisser de cote la derniere equation , en posant 

cos OL = cos fl cos CO , cos ^' = cos 9 sin a> , cos 7' = sin fl , 

et qu'alors Tequation 

ir _ { d cos a' Y fdcos^y / ^cos/ \^_yj 

devient 

(5) dQ' ^ cos' 9 da>' = V,du'; 

d'oii Ton pent deduire, par une simple quadrature (fl etant Tinconnue que 

XXXIP Cahier, i5 
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Ton considere comme fonction arbitraire de m), la valeur de Tincoiinue 
auxiliaire a>. 9 et ai etant ainsi connus, en fonction de a, on aura, par 
cela ineme, les valeurs des trois premieres inconnues de la question 
cos OL , cos /3', cos y\ aussi en fonction de u. 
89. Posons maintenant 

cos i^'d cos 7^ — cos ^'rf cos p' = kdu ^ 
cos y^d cos OL — cos odd cos y' = Brfw , 
cos ad cos p' — cos jS'rf cos ol = Cdu , 
ce qui donne, en vertu des valeurs de cos a', cos €', cos y\ 

A = sm 0) -J sm S cos 9 cos a; -7- > 

B = — COS a> J sin fl cos S sin oi -r- > 

£/// du 

C = cos*flJ; 

il viendra, en eliminant successivement ^ » "j-» 5^ ^^ equations (2') et (3'), 

dans lesquelles on aura remplace prealablement U'^ et U'^ par leurs valeurs 
U^ et Uj deduites des equations (a), 

(7) cS'-A^ = U.^'-U.eos€', 

equations qui ne sont pas distinctes, et qui se reduisent seulement a deux, 
comme on ie voit aisement en multipliant la premiere par A , la seconde 
par B, la troisieme par C , et ajoutant. Faisant la somme membre a membre 
des carres de ces equations, et remarquant que, d'apres les equations (a), 
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il vient aisement 

utj.-(A^VBf + c^')'=u:u.+ u;, 

d'oii 

en posant 

u.(u-u?)-u^ = K^ 

Des equations (6) , (7) , (8) , (9) , on tire maintenant 

^ = i(±AK + U.^' + U,U.eos.'), 
2 = 5;-(±BK+U.i^Vu.U.cosr). 

d'oii enfin 

X' =/^ (± AK + U. ^' -H U, U. cos ,') , 

:.' = /^ (± CK + U. ^' + U, U. cosy) , 

ce qui fait connaitre les trois dernieres inconnues x\y\ z' en fonction de u. 
On connait ainsi les six inconnues a', /3\ 7', x\ y\ z en fonction de w, et 
la question est resolue. 

90. On aurait pu arriver directement aux equations (6), (7), (8), (9) 

au moyen desquelles on determine ^> -j-^ -^9 par une methode geome- 

trique qui a Tavantage de donner Tinterpretation de ces equations. 

Appelons A , ,u , r les angles que forme avec les parties positives des axes des 
coordonnees la plus courte distance de deux generatrices infiniment voisines 
de la seconde surface gauche, prolongee de celle qui fait les angles «', (5\ y' 
avec les axes, et que nous supposons se rapporter au point m de la directrice 

ififf- ^7)7 a celle qui fait les angles «' + -^ ^'^ /?' H- -^^^^y ^' '^ 'ITi '^'''' 
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oil du est positif, et qui se rapporte an point infiniment voisin m'; nous 



aurons 



doii 



cos a' cos A H- cos p' cos jul + cos y ' cos y = o , 
___ cos A + -^^ cos A* + -^ cos V = o , 



COS A COS fjl 

r^fdcosy' ,d cosB' , d cos a^ fd cosy' 

cos p — 5 — cos y' r-^ cos y = cos « 5—^ 

du ' du ' du du 



cos V I 

I d cos / 
cos 



,rfcos6' r,dcos(x' -h i/lTl 

au du 



en se rappelant les formules du n**87, et le radical etant pris positivement 
ou negativement, selon que la generatrice en m! est ou non du cote du plan 
de mm^ et de la generatrice en m, oil se trouve la normale exterieure a la 
surface {*) ; d'oii Ton tire, en raison des memes formules, 

A = ± y^Ug cos A, B = ± y/Ug cos /m, C = ± y/Uj cos v, 

Soient maintenant {Jig* 27) mG et m'& les generatrices correspondantes 
aux deux points m et m\ mn une parallele a la plus courte distance de ces 
deux generatrices, menee par le point m; mp une perpendiculaire a mG, 
rencontrant m'G' en p : \e triedre forme par mm\ mn et mp donnera 



cos m^mn = cos nmp cos m'mp. 



Or on a 



f cos X dx' cos u dy^ cos v dz^ . tlu du du 
COS m mn = -7= -^ — I j=f- -4 — I =- -y-= ziz ;= 

^U du y/V du sj\i du ^UsU 



puis 



cos m mp = sin mm , mG = V/ * — ■tt= ;f^ 5 



^ 



(*) Ceci n^est vrai que parce que nous supposons, pour simplifier, que la perpendiculaire com- 
mune aux deux generatrices rectilignes les rencontre sur leur partie positive , et que nous faisons les 
m^mes hypotheses surle sens positif de la directrice, des generatrices rectilignes, des trajectoires 
orthogonales de ces generatrices, et de la normale exterieure k la surface , qu*au n° 54. 
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et enfin Tangle nmpy qui est egal a celui que fait le plan tangent de la sur- 
face gauche au point m avec le plan tangent au point oil la ligne de strir- 
tion rencontre wG, peut etre facilement calcule. En efFet, conservant les 
notations du § IV, on a, sans tenir compte des signes, 



n 



tans; « = -7- > d'ou cos (b == ' , - ; 

puis 

_!_ _ _U, _ U, _ n'-^jr^Y 

r, — U-U;' '^ — U,' '*— n 

Or les trois dernieres relations donnent aisement 

done 

cos (p = COS nmp = ^ '^^ '- 

Substituant main tenant a cos rrimn^ cos nmp^ cos Wimp leurs valeurs dans 

la relation 

cos nimn = cos nmp cos nimp^ 
il vient 

A^'+«£ + C^' = ±v/U,(U-U»)-U- 

ce qui est la relation (9). 

91. Pour obtenir les formules (6), (7) et (8) par le point m, menons 
une parallele mG', a la generatrice rectiligne m'G' {fi^- 27), et soit mX 
rintersection des deux plans GmG'j et pmrn qui sont evidemment perpen- 
diculaires Tun aTautre, menee du cote de mG oil se trouve mG'^ . Les triedres 
formes, d'une part, par mni ^ mX et mG, et, d'une autre, par imrl ^ ntX et 
mG\ , donnent successivement 

cos mmG = cos mmX cos GmX , 

cos m^mG\ = cos rr/mX. cos G'^ wX, 

d'oii 

cosm'mCj cosGmX 

cos m^niG\ cos G', ni\ ' 

de la on peut facilement conclure la valeur de cosGmX et celle de 
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COS G', mX : en effet , cos m^mG et cos m'mG^ sont connus, et Ton a 

cos m mi} = cos « ^ •+■ cos p ^ + cos y ^^, = -=- » 
cos mmG\ = (cos a' -h rf cos a') ^ + (cos ^' -^ d cos |3') ^ 

^(cosy -Hrfcos>)^ = -^-^= . 

puis 

G\ mX — GmX = — dQ = — du y^U^ ; 

(i'oii, en negligeant les infiniment petits du second ordre, 

cos G', mX = cos GmX + sin GmX , y/U^ du. 
Substituant , on tire 

y/U, tang GmX = — > 
d'oii 

sinGmX = * =r> 

cosGmX==--=Hii^, 
et 

COS G, m X = '^ ==^ • 

D'un autre cote, on voit que si on eleve par le point m, dans le plan GmG'j , 
une perpendiculaire m>Y a mX du cote oil se trouvent mG et mG'^ , les angles 
YmG et YmG'^ aurontrespectivementpour[sinus, cosGmX etcosG'jmX;ainsi 

sinYmG= ^'^^^ 



vu; -+- u; u, 

v^u;-(-u;u, 
D'ailleurs il est facile de determiner les angles que cette ligne mY, qui est 
evidemment perpendiculaire au plan m'mn , fait avec les axes ; car, en les 
appelant <9 , p , 0- , on a 

dx' dy' Hz' 

cos-zT ..-^ + cosp.^ + cosa.-^ = O, 
COS jD . A H- cos ^ . B 4- cos 0- . C = o , 
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d'oii 

COS xs COS p COS a i i 

C^'_B^'~A$^_C$^~B$-'-A^'~^'U-K'-v'U!U,-H-Uf 
du du du du du du 

Or on salt que lorsqu'on conduit dans un meme plan trois droites issues 
d'un meme point, om^ om\ om" ^ et un axe quelconque oX {fig- ^8) , 
Ton a 

sin mom" cos m'olL = sin m'om" cos moX + sin /now/ cos m"o\.\ 

appliquant cette propriete aux systemes des trois droites mG^ , mG , mY , 
en prenant successivement pour axe oX, les trois axes des coordonnees, 
il vient, en remarquant que sin GmG^ z=:z dQ = du y^U, , 

, /|-T- V^> (Ui -H Ut du) cos g^ — y/UsUi (cos a' -h ^cos a') 

U^ 3COS^_ ^ ^^____ 

V^U5(U, cosa'rftt — Videos a') 

du i/U COS = ^A^i'^^^^^)^^^_^->/^^^Acos^'^dcos^' ) 
_ s/W,(VtCos^'du — V,dcm^') 

du i/U cos a- = ^^U8(^^^^«^'^)^Q^/— ^^^^(^Q^/-^^^-Q^/) 

^ ' ^/u;4-u;u, 

v/Us (U, cosy'rftt — U, rfcosy') 

ou bien , en substituant a cos <sf , cos p , cos a- , leurs valeurs 



G -4 B -J- = U, cos a — U, — J — y 

du du ^ * du 

Ce sont les fbrmules (6) , (7) , (8) . 
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92. Dans le cas oil I'on connaitra la ligne de striction de la surface gauche 
proposee , il conviendra de prendre cette ligne pour directrice de la sur&ce ; 
ear alors Uj sera nul et les formules precedentes se simplifieront. 

95. Si Ton veut assujettir la surface cherchee a avoir un plan directeur, 
il conviendra de prendre ce plan pour plan des ay, et Ton aura cos 7'= o, 
par consequent 9 = o ; d'oii 

cosa'=cosa>, cos ^'= sin 6), 
et 

da> = y/Uj du ; 
d'ou _ 

o) = ry/u, du. 

Puis 

A = o, B = o, C = \/V,, 
done 

djc' = ( U^ cos ^ H- tt — ^ — \ du = llJ^ cos co r=L sin a>j du , 

dy = f U, siney + ^ ^° j du = (U, sin^w -+- * coso^j rf«, 
dz' = -= du ; 

n/u, 
d'oii enfin , pour les equations de la surface , 

X' = n( cos CO -h / ( U^ cos CO — jk sin (A du, 

Y'= /i'sin o) +j /(U, sin&i -h -p?: cosa;) rftt, 
Z'= (J^du. 

94. Faisons quelques applications des formules precedentes. 

Gherchons en premier lieu la surface gauche a plan directeur qui pent etre 
developpee sur la surface gauche de revolution. 

Les equations de Thyperboloide gauche de revolution , en prenant le 
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cerde de gorge pour directrice , sont 

X = r cos u -h nsinasinUj 
Y = r sin w — n sin a cos u , 
Z = n cos ct , 

oil r represente le rayon du cercle de gorge situe dans le plan des ,/j , et a 
Tangle constant que font avec Taxe de la surface pris pour axe des z , les 
generatrices rectilignes. 

De ces equations nous tirerons , sans difficulte , 

U = r^, U^ = — rsina, 

Uj = o, U3==sin'*a, 
ou 

K = r sin a cos a ; 

par consequent, en employant la formule du numero precedent, on aura 

X'= /I'cos.asina — frsinacos.usinadu = n! cos.usinoc — rsin.^^sina, 
Y' = /i' sin . w sin a — f r sin asin.usinadu=^ ri sin . w sin a -h r cos . 2/ sin a , 
71 ^=:r cos ot w, 

pour les equations de la surface cherchee. 

On reconnait sans peine que cette surface est engendree par une droite 
constamment parallele au plan des xy qui se meut en restant tangente au 
cylindre dont le rayon est r, et en s'appuyant sur une helice tracee sur ce 
cylindre, ayant pour pas iTrrcolot et pour origine le point de la base du 

cylindre qui correspond a m = -• 

95. Cherchons en second lieu toutes les surfaces gauches qui peuvent se 
developper sur Fhelicoide gauche a plan directeur. Les equations de The- 
licoide sont, comme Ton sait, 

X = ncosw, Y = Aisintt, Z = aw, 

a etant une constante ; de la on tire aisement 

U = a% U, = o, U, = o, U3 = i, 

XXXIP Cahier. i6 



122 MI^MOIRE 

et 



fl'oiJ 



ou 



et, par consequent, 



K = a, 

x' = aj A.du, 

y = ajBdu, 

z = afCdu, 

X' = afAdu -h/i'cosflcosoi, 
Y' = a J Tidu -f- n^ cos Bsino), 
X = a JCdu -h n'sinfl, 

pour les equations de la surface. 

II ne faut pas perdre de vue que 9 doit etre consideree comme une fono 
tion arbitraire de w, et que &), A, B, G sont determines par les formules 



rffl^ + cos'9e/a)" = rftt% 

|a = i 



= sm « J sin 9 cos H cos a> -r- » 



= — COS ea-j Sin y cos 61 sm a> -7-? 

96. On reconnait aisement, au moyen des formules que nous venons 
d'obtenir, que les surfaces gauches qui peuvent se developper sur Fheli- 
coide gauche a plan directeur sont engendrees par des droites qui, se mouvant 
sur des courbes dont la seconde courbure est constante et egale precisement 
a la courbure de I'helicoide, restent d'ailleurs constamment perpendiculaires 
au plan osculateur de ces courbes. Ge resultat s'explique aussi en remar- 
quant que, lorsque deux surfaces gauches sont developpablcs Tune sur 
Tautre, leurs lignes de striction doivent etre des lignes conjuguees. Or la ligne 
de striction de rhelicoide gauche est la directrice rectiligne qui est perpendi- 
culaire aux generatrices : done deja, dans les surfaces gauches developpablcs 
sur rhelicoide, les lignes de striction doivent etre perpendiculaires aux 
generatrices rectilignes, et par consequent doivent avoir leurs plans oscula- 
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teurs perpendiculaires a ces generatrices; de phis, dans te cas oil les genera- 
trices rectilignes d'une surface gauche sont perpendiculaires aux plans oscu- 
lateurs de la courbe de striction, Tangle de deux generatrices infiniment 
voisines, qui est la mesure de la seconde courbure de la ligne de striction, 
mesure aussi la courbure de la surface, d'apres, par exemple, ce qui a ete 
dit n° 47; on voit done que cet angle doit etre constant quand on considere 
des surfaces pouvant s'appliquer sur rhelicoide. 

97. II resuhe de la remarque precedente que les courbes qui ont leur 
seconde courbure constante et egale a a sont determinees par les equations 

X = ajAdu, , 

y = afBduj 
z = ajCdu, 

A, B, C etant des fonctions de u que Ton deduira des equations (6), apres 
avoir donne a 9 une valeur arbitraire fonction de w. 

Si Ton suppose fl constant, on doit trouver une helice ; en effet, on a alors 

rffl = o, cUi) = — 5> d'oii 60 = — ^> 

cos d COS 9 

A = — sin fl cos — r > 

cos 6 

B = — cos fl sin — r 5 

COS0 



d'oii 



C = COS Q ; 



.V = — a sin 9 /cos -^ du = — a sin 9 cos 9 sin — ^ » 

J cos Q cos Q 

y = — a sin 9 I sin -^ du = a sin 9 cos 9 cos -^ ? 

J COS0 cos 9 

z = a cos 9. w, 

ce qui represente bien une helice tracee sur le cylindre de rayon a sin 9 cos 9 
et ayant pour pas 2 9ra cos* 9. 

On aurait encore trouve une helice en assujettissant la courbe a avoir sa 
premiere courbure constante, ce qui eiit ete facile a exprimer ; car, x, y, z 
etant connus en fonction de //, on pent calcnler dx, r/r, dz, d^x^ d^y^ d^z. et 
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puis egaler a line constante Texpression 

ds' 

du carre de la courbure, d'oii Ton deduit fl. 

On pourrait enfin, pour determiner 9, assujettir la courbe a des conditions 
d'un autre genre; ainsi on pourrait exiger que la courbe fut situee sur une 
sphere: dans ce cas, en se rappelant le rayon de la sphere osculatrice d'une 
courbe, il faudrait exprimer que, p et /- etant les rayons de premiere et se- 
conde courbure de la courbe, on a 

P'"+"^'i = ^'' ^" p = asin^, 

a^ etant une constante. Portant, dans cette equation, la valeur de p en fono- 
tion de w, il sera possible de determiner 9. 

^ VIII. — Proprietes des valeur s spheriques des lignes et des siirfar.es 

quelconqiies , 

98. Gonsiderons sur une surface une ligne quelconque, et imaginons que 
par les differents points de cette ligne, on mene des normales a la surface 
dans la region de Tespace que Ton considere comme exterieure a cette sur- 
face. Prenons ensuite une sphere de rayon egal a i , et par son centre tirons 
des paralleles aux normales a la surface, dans le meme sens que ces normales. 
iVous determinerons ainsi sur la sphere une courbe qui sera en quelque 
sorte une perspective de la courbe tracee sur la surface ; I'aire comprise de 
cette courbe, si elle est formee, sera aussi une representation de I'aire com- 
prise dans la courbe tracee sur la surface. M. Gauss a eu le premier Tidee de 
cette reproduction des lignes et des surfaces quelconques sur une sphere, et 
on lui doit plusieurs resultats assez curieux sur cette matiere. Nous allons 
nous proposer d'etablir ces resultats, ainsi que quelques autres plus gene- 
raux, par des considerations analogues a celles qui ont ete employees dans 
tout ce qui precede et qui sont beaucoup pins simples que celles dont a fait 
usage rillustre geometre. 

99. Soit AmB une courbe quelconque tracee sur une surface {fig- '^qK 
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Considerons deux points infiniment voisins m et /?/ dc oetto Ugnc, ct on res 
points menons des normales mN, m'N' exterieures a la surface. Par un point 
quelconque O, tirons des paralleles Om^ , Om^ aux lignes mN, n/N\ et sur 
chacune d'elles prenons des longueurs Om,, Om^ egales a i : la droite m^ m^ 
sera la valeur de mrn! rapportee sur la sphere de rayon i , ou ce que j'ap- 
pellerai la valeur spherique de mm' . II est clair maintenant que Tangle m^Om^ 
est egal a m^ m^ ; d'ailleurs , en appelant a Tangle que Telement mm' fait avec 
une des lignes de courbure de la surface consideree au point m , R le rayon 
de courbure de la surface principale tangente a cette ligne de courbure , et 
R' le rayon de courbure de la seconde section principale relative au point m , 
nous avons, d'apres la formule du n° li , 



done 



on a aussi 



-w") =(-!-) -^-(-F-) ^ 

(/Wim'\2 /cosa\- /sina\ 



2 



ce qui fait connaitre le rapport de Telement mm' a sa valeur spherique m'^ m^ 
Si la direction de mm' est celle d'une ligne de courbure , a = o , et on a 



Wl w, , 1 

mm K 



R etant le rayon de courbure de la section principale tangente a mm\ et le 
signe etant celui de R , c'est-a-dire le signe -h quand les deux normales en 
/// et m'se rencontrent dans Tinterieur de la surface, et — quand cette ren- 
contre a lieu a Texterieur. Du reste , on pent aussi remarquer que le signe 
repond a une difference de position de Telement m, m'^ ; en effet , on reconnait 
aisement qu'il faut prendre le signe -+- ou le signe — , selon que m^ tti^ a une 
direction identique ou contraire a celle mm' . 

100. Supposons que la ligne A/wB soit une ligne de courbure de la sur- 
face proposee, et considerons, en meme temps que Telement mm' ^ Telement 
suivant m' m'^ {fiS- ^^) 5 soient mN la nohnale exterieure a la surface au 
point metm'N' la normale exterieure au point m', de telle sorte quemN 
soit perpendiculaire a mm' et m'N' a m'm'^; prolongeons mm' suivant m'l;^ 
et menons m'h perpendiculaire a m'N' dans le plan m'mN : les trois droites 
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w's '^ m'ii, m! m" formeront im triedre evidemment rectangle suivant m'g^, 
et qui nous donnera 

hm!m" = gm!m" cos a. 

Nous appelons a Tangle que le plan de grri m^\ ou le plan osculateur de la 
ligne de courbure au point m', fait avec le plan de w!'m!h ou le plan tangent 
a la surface au meme point ; ou mieux , pour eviter toute ambiguite , Tangle 
que la normale principale de la ligne de courbure , dirigee de cette courbe 
vers le centre de courbure , fait avec la normale a la ligne de courbure , tracee 
sur la surface et du cote de la courbe , oppose a celui oil se trouve m!h. Mais 

gm* m" est Tangle de contingence de la ligne AmB en m ; gm' m" cos a est 
done, abstraction faite du signe , le produit par mm' de la premiere courbure 

geodesique de cette courbe au point m. Appelant done cette courbure 

geodesique , et posant mm' = dx , on a 

1 r n If cos B 

km m =±dx 

P 

Quant au signe a prendre , on reconnait aisement que c'est le signe superieur 
ou le signe inferieur, selon que m'k n'est pas ou est du cote de m'm" oil se 
trouve la normale a cet element , qui a servi a determiner la courbure geode- 
sique , et qui occupe , par rapport a cet element et a la normale exterieure a 
la surface, la position ordinaire de la partie positive de Taxe des j, par rap- 
port aux parties positives des axes des x et des z. 

On pent se debarrasser du signe qui se trouve dans le second membre 
de Tegalite precedente , en en donnant un a hm' m!\ et c'est ce qu'il convient 
de faire. Appelant done e/> Tangle infiniment petit que forment les deux 
plans Nmm' et Nmm'^, cet angle etant precede du signe -h quand m'm" est 
du cote du plan ^mm' oil se trouve la perpendiculaire a ce plan , qui occupe 
par rapport a mm' et /?iN la position ordinaire de la partie positive de Taxe 
des r, par rapport aux parties positives des axes des x et des z, et du 
signe — dans le cas contraire ; il est clair que Ton aura 

, , cos B 
ay =^ — ax 

P 

101. Rapportons niaintenant la ligne AmB sur la sphere de rayon i , et 
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soient A,m^ B^ la representation de AmB, et m, ni^ , m', m'^ la representation 
des deux elements mm\m!m"\ nous trouverons de meme, en appelant 

dy^A ^^— j 1 dx^ , les valeurs que prennent respectivenient dy^ ^^ , dv, 

quand on passe de AmB a A, m^ B, , les deux premiers de ces elements ayant 
un signe determine d'ailleurs comme il a ete dit , 



^0'.=-(^),^,; 



rapprochant cette formule de la precedente, et observant que, dans tous les 
cas, dy=idy^^ il viendra 



(^> = C-7-'),'^.- 



De ce premier resultat , assez remarquable , et qui est susceptible dun enonce 
fort simple , on pent deduire un grand nombre de consequences. 

102. Concevons que Ton ait trace sur la surface proposee toutes les lignes 
de courbure , qui , comme Ton sait , forment deux systemes de lignes ortho- 
gonales conjuguees; rapportons ces lignes sur la sphere de rayon i : nous 
obtiendrons, il est facile de le voir, deux nouveaux systemes de lignes ortho- 
gonales conjuguees; faisons passer une ligne par les sommets d'une serie de 
rectangles determines par les lignes de courbure de la surface : cette ligne 
pourra etre consideree comme tout a fait quelconque , puisque la loi d'espa- 
cement des lignes de courbure pent etre prise arbitrairement. Considerons 
en meme temps la ligne qui passe par les sommets des rectangles correspon- 
dants sur la sphere , et qui est evidemment la premiere courbe rapportee sur 
la sphere. Si nous regardons les lignes de courbure de la surface comme des 
lignes coordonnees , et que nous appliquions a la courbe quelconque traree 
sur la surface la formule (9) du n** 33, il viendra 

'''-(t-V=-(t^)-'^-(t-')/'- 

en gardant les notations du numero cite , et faisant les memes hypotheses sur 
le sens suivant lequel on compte les arcs positifs des lignes coordonnees 
dont les arcs sont representes par x , et sur celles dont les arcs sont repre- 
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sentes par r. Mais nous avons aussi , pour les lignes rapportees sur la sphere 
de rayon i , 

'n (^^ ) J ds^ etant les elements qui remplaeent respectivement les ele- 
ments i, I ^^ j , ds relatifs a la ligne consideree quand on passe de cette 

ligne a celle qui lui correspond sur la sphere, et supposant, hypothese que 
du reste nous mainliendrons dans tout ce qui va suivre pour eviter toute 
espece de difficulte , que la surface donnee soit convexe tout le long de la 
ligne consideree, c'est-a-dire qu'elle ait ses rayons de courbure principaux 
tous les deux positifs. 

Les seconds membres de ces deux egaiites sont les memes, d'apres ce que 
I'on a vu plus haut; nous en conclurons done que 

,. /cos6\ / ,. /cos6\ , 
di — I — ) ds =^ di, — I \ ds,. 

d'oii en integrant pour une portion quelconque de la ligne consideree et 
de la transformee sur la sphere de rayon i , 

et i", /, Tj , s\ , i\ s'y i^ , s\ etant les valeurs de /, s^i^els^ aux extremites 
de la ligne consideree et de sa transformee. 

105. Si Ton considere une ligne fermee, et que Ton suppose les inte- 
grates etendues a tout le contour, on aura 

et, par consequent, 



j{^i^^ji^i^,. 



ce qui montre que si sur une surface corwexe on considere un contour ferme 
quelconque, puis que ton prenne le contour spherique correspondant, la 
somme des produits de la courbure giod&sique par teUment de tare aura 
la meme vahur pour les deux contours. 
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Nous pouvons arriver a iin resultat plus general. Considerons sur la sur- 
face proposee un polygene forme par des lignes tout a fait quelconques et 
dont nous representerons les angles par A, B, G, etc.; rapportons ce poly- 
gone sur la sphere de rayon i , et soient A, , B^ , G, les angles du polygone 
ainsi obtenu : pour chacun des cotes du polygone nous aurons la relation (i) ; 
ecrivant toutes ces relations, faisant la somme, il viendra aisement 

les integrales etant etendues a tout le contour des polygenes. 

104. Passons a la consideration des valeurs spheriques des aires deter- 
minees d'une maniere quelconque sur une surface. 

Prenons d'abord, sur cette surface, un rectangle infiniment petit, de- 
termine par quatre elements de lignes de courbure; rapportons-le sur la 
sphere de rayon i : nous aurons un second rectangle infinitesimal, dont 
les cotes seront ceux du premier rapportes sur la sphere ; or les surfaces de 
ces deux rectangles sont chacune representees par les produits de deux de 
leurs cotes adjacents, nous pouvons conclure de la, et de ce que nous avons 
etabli plus haut sur le rapport d'un element de ligne de courbure a la valeur 
spherique de cet element, que le rapport des deux rectangles sera exprime 
par le produit des rayons de courbure principaux de la surface en un des 
points du rectangle considere sur cette surface. Plus generalement, nous 
pouvons dire encore que le rapport d'une portion infiniment petite de 
forme quelconque d'une surface, a la valeur spherique de cette portion de 
surface, est le produit des rayons de courbure principaux de la surface en 
un point de I'element considere; car, quelque petit que soit cet element, on 
pent toujours le concevoir decompose en elements infiniment petits par rap- 
port a lui, et formes par des elements de ligne de courbure. M. Gauss avait 
etabli ce resultat par le calcul, mais d'une maniere assez compliquee. On voit 
que les considerations geometriques menent tres-rapidement au but (*). 

(*) Dcpuis que ce Memoire est compose , j*ai vu dans le tome HI de la Correspontlancc de Vicoh 

Poly technique ^ que M. Binet, dans une Note annexee i un Memoire de M. Olinde Rodrigues, de- 

montrait de la meme maniere que moi le theoreme de M. Gauss. Dans le meme endroit, M. Olinde 

Rodrigues y qui ne connaissait pas ce theoreme, y parvient par une mcthode aoalytique fort inge- 

XX XIV Cahier, 17 
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Considerans maintenant une portion finie de surface terminee a une ligne 
quelconque BG et a deux lignes geodesiques issues du point A {fig> 3i). 
Decomposons la surface ABC en elements, en menant par le point A une 
suite de lignes geodesiques, et considerons Telement A/w/i determine par 
deux lignes geodesiques infiniment voisines quelconques km et kn. La 
valeur spherique de ces elements sera ^/z ^ '' ' "*^ v 

*'• Sx dr 



f 



^) 



en conservant les notations du n** 59. Mais , ainsi qu'on Ta vu dans le meme 
paragraphe , 

dx d*3x 

on a done 



(T 



=-f:'-^'^—{^)M^\=-T'^^'"" 



nieuse et qui merite d'etre indiquee; il remarque que Tintegrale ' ^ \ 



r r {Tt—s')dxdr 



A^ 



rJ 



• ^--^ 



qui represente la somme des quotients que Ton obtient en divisant les elements d*une surface 
par le produit des rayons de courbure principaux oorrespondant k ces elements , peut se mettre 
sous la forme 






en observant que 

dxdy dydx'' 

puis en appelant X et T les cosinus des angles que la normale exterieure k la surface fait avec les 
parties positives des axes des x et des j, sous celle-ci , 

qui revient a 

rr dXdY 

J J v/i-X» — Y'' 
en remarquant que 

De ]h on conchit aiscment le theoreme. 



//' 
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ou bien, en appelant i Tangle positif que la ligne BC fait avec les lignes 
.minima issues du point A, f ^^ J la courbure geodesique de cette meme 
ligne, et ds la differentielle positive de son are, 

fx ^=z di -\- dco — ( \^ 'i 

les conventions sur le sens suivant lequel se comptent les arcs a; et r eta- 
blies au n^ 59 , etant conservees. Integrant de 6 a C , il vient 



2 = — 27r -h 



A^B + C-jr-(^).^, 



s etant la longueur du cote BC* 

105. Si Ton a maintenant une portion de surface tout a fait quelconque, 
et terminee a un contour polygonal BCDE , on pourra prendre un point 
dans rinterieur , et en joignant ce point aux sommets du contour polygonal 
par des lignes geodesiques , on decomposera I'aire proposee en plusieurs 
auti^es analogues a celle que Ton vient de considerer. Appliquant a chacune 
d'elles la tbrmule precedente et faisant la somme , on verra que la Daleur 
spherique dune portion de surface, terminee a un contour polygonal quel- 
conque, est egale a Vexces de la somme de ses angles, sur autant de fois 
deux angles droits, quil y a de cotes moins deux, moins I integrate 

1 1 ) ds 4tendue a tout le contour. Dans le cas ou Taire est terminee a 

un contour ferme et ne presentant aucun angle , Texces de la somme des 
angles sur autant de fois deux droits qu'il y a de cotes moins deux doit 
evidemment etre remplace par quatre droits. 

106. M. Gauss, dans le celebre Memoire intitule : Disquisitiones gene- 
rales circa superficies curvas, que nous avons eu occasion de citer tant de 
fois , ne s'etait occupe que de la determination des valeurs spheriques des 
aires terminees a des lignes geodesiques de la surface , et il arrivait alors , 

I'integrale /(— -) ds etant evidemment nuUe, a ce resultat : La valeur 

spherique d* une portion de surface courbe terminee a un contour polygonal 
quelconque, est egale a Vexces de la somme de ses angles sur autant de fois 
deux angles droits quily a de cotes moins deux. On pent remarquer qu'il 

^7* 
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' est tres-facile de passer du cas particulier de M. Gauss an cas general que 
nous avons considere : il suflit, en effet, de circonscrire au contour poly- 
gonal quelconque que Ton a a considerer, un polygone infinitesimal forme 
par des elements de lignes geodesiques, puis de remarquer que, d*apres 
ce qui a ete dit n** 34, Tangle infiniment petit que forment deux lignes geo- 
desiques menees tangentiellement a une courbe, par deux points infiniment 
^ voisins, est egal a la distance de ces points multipliee par la courbure geo- 
. desique de la courbe en I'un de ces points. -^^ <-' A^u^t^ ' ^ ^ • 

107. Si la surface, jusqu'ici quelconque, sur laquelle est trace le contour 
devient une sphere, la valeur spherique de la portion de surface consideree 
sera evidemment la valeur meme divisee par le carre des rayons de la 
sphere ; de la on pent conclure cette proposition : 

Une portion de surface spherique, terminee a un contour polygonal ou 
courbe tout a fait quelconque, est Sgale au carre dit rayon multiplie par 
Vexces de la somme des angles du contour^ sur autant de fois deux droits 

quily a de cotes moins deux, et sur Vintegrale j i -^ ) ds etendue a tout 

le contour. 

Ce theoreme comprend, comme cas particuliers , tons les theoremes de 
geometric elementaire relatifs a la mesure des aires spheriques. 

108. Je terminerai en demontrant un theoreme fort curieux, qui n'est 
qu'une generalisation de la proposition de M. Gauss, relative a la valeur 
spherique d'un contour termine a des lignes geodesiques d'une surface quel- 
conque. Ce theoreme, du a M. Jacobi , s'enonce ainsi : Si Von a une courbe 

ferm&e tout a fait quelconque, et que par le centre d'une sphere de rayon i 
on mene des rayons respecti{>ement paralleles aux normales principales 
de la courbe en ses differents points, le Ueu des extremitis de ces rayons, qui 
sera une courbe ferm6e tra^ee sur la sphere, divisera cette spliere en deux 
parties equivalentes . 

Soit AmB {fig. Sa) la courbe proposee; imaginons la surface gauche 
formee par les perpendiculaires aux plans osculateurs de cette courbe, 
surface qui aura evidemment AmB pour ligne de striction , et considerons 
la generatrice rectiligne mO de cette surface menee par le point m et pro- 
longee d'un certain cote de la courbe AtwB : si , par le centre de la sphere 
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de rayon egal a i , nous menons des rayons respectivement paralleles aux 
normales de la surface gauche et repondant aux difFerents points de mG, 
depuis le point m jusqu'a Tinfini , nous obtiendrons evidemment un quart 
de grand cercle w, L,. Cela resulte de ce que toutes les normales conside- 
rees sont perpendiculaires a une meme droite mG, et de ce que le plan 
tangent en un point de mG tend a devenir perpendiculaire au plan tangent 
en m a mesure que le point de contact s'eloigne sur mG , d'apres une for- 
mule du n** SO. Gonsiderons une seconde generatrice rectiligne /w'G' de la 
surface gauche ; nous aurons de meme un quart de grand cercle m^ lj\ pour 
le lieu des extremites des rayons de la sphere de rayon i , menees respecti- 
vement paralleles aux normales de la surface gauche aux differents points 
de m'G', depuis m' jusqu'a Tinfini. De plus , si les deux generatrices mG et 
m'G'sont infiniment voisines, il est facile de voir que le second quadrant 
m\ lj\ ira rencontrer le premier en son extremite L,, comme on le voit ai- 
sement en remarquant que la normale a la surface gauche , qui a donne le 
point L, , est parallele a mm' qui est aussi perpendiculaire a w'G', puisque 
AmB est la ligne de striction de la surface gauche. De la resulte que les 
differents quadrants L^ m, , L'^ /w'^ , etc., sont tangents a une meme courbe 
fermee tracee sur la sphere de rayon i , en leurs extremites L, , L'^, etc. 
D'apres cela, le lieu des points m^^ m'^, etc., c'est-a-dire le lieu des ex- 
tremites des rayons de la sphere de rayon i , respectivement paralleles aux 
normales principales /wc, m'c\ etc., de la courbe AmB, pent etre consi- 
dere comme obtenu en menant dans toutes les directions des arcs de grand 
cercle tangents a un contour ferme GL^H trace sur la sphere, et prenant 
sur ces arcs de grand cercle des longueurs egales a un quadrant: doncce 
lieu A,m^B, des points m^ divise la sphere en deux parties equivalentes ; car, 
si Ton prolongeait les arcs de grand cercle h^m^, L\mj, etc., jusqu'a leur 
seconde rencontre au-dessous de A^m^B, , on obtiendrait de ce cote de la 
courbe des points diametralement opposes a L,, L'^, etc., qui determine- 
raient un contour identique a GL,H, de telle sorte que la portion de la 
sphere situee au-dessous de A,m^B, est composee de parties identiqucs a 
celles qui sont au-dessus. 
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NOTE I, 

Sur la surface reglee dont les rayons de courbure principaux sont egaux et diriges 

en sens contraires. 



On sail que I'heli^oi'de gauche a plan directeur est la seule surface reglee qui ait en 
chacun de ses points ses rayons de courbure principaux egaux et de signes contraires; 
Meunier a le premier demontre cette proposition remarquable dans son Memoire sur 
les surfaces , qui a ete insere au Recueil des Savants etrangers. Plus tard Legendre y 
a ete aussi conduit [voir les Memoires de VAcademie des Sciences, ann^e 1787). Enfin dans 
ces demiers temps, plusieurs geometres ontdonne, dans le Journal de M. Liouville, des 
demonstrations nouvelles et plus ou moins simples du meme theor^me. Toutes les demons- 
trations connucs reposent sur Tintegration des equations aux diiP^rences partielles (*). 
Je me propose, dans cette Note, de faire voir que le theorime dont il s'agit pent 6tre de- 
montr^ d'une maniere geometrique et sans le secours du calcul integral. 

Supposons le probleme r^solu , et imaginons que Ton trace sur la surface trouvee les 
trajectoires orthogonales des generatrices rectilignes de cette surface; il est facile de voir 
i^ que ces courbes seront equidistantes entre elles : c'est la , en efTet , unc propriete generale 
des trajectoires orthogonales des generatrices rectilignes des surfaces gauches , que nous 
avons demon tree dans le Memoire precedent-, et 2^ qu'elles auront en chaque point leur 
plan osculateur tangent a la surface : cette seconde propriete resulte de ce que la sommc 
des courbures de deux sections normales perpendiculaires I'une a Tautre est pour toute 
surface egale a la somme des courbures principales , et par consequent pour la surface 
consideree, egale a zero; d'ou il suit que les sections normales perpendiculaires aux gene- 
ratrices ont leurs rayons de courbure infinis. 

Soit maintenant AmB (Jig. 33 ) une quelconque des trajectoires orthogonales des gene- 
ratrices rectilignes; prenons trois points m, m', m" infiniment voisins sur cette courbe, el 
menonsles generatrices mG, m'G', m"G", dont la premiere sera perpendiculaire a mm', 
et la seconde a m'm". Si nous faisons mG = m'G' = m"G", les lignes GG', G'G'' seront 
deux elements consecutifs d'une seconde trajectoire orthogonale des generatrices rectilignes; 
de telle sorte que le plan GG'G" sera perpendiculaire a la normale GL de la surface au 
point G, de m^me que le plan mm'm" est perpendiculaire a la normale mT au point m. 
Appelons f Tangle que GG' feit avec mm'\ les cosinus des angles que GL perpendiculaire a 
mG et a GG' fait avec les trois lignes mm'^ mG, mT que nous considerons comme des axes 



('] Depuis que cette Note est composee, j'ai apprU que M. Olivier avait donne , dans ses developpements de geo- 
metrie descriptive , une demonstration geometrique du theoreme de Meunier. Du reste, ma demonstration differe 
^ntierement de celle de M. Olivier. 
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des coordonnees, seroilt respectivement — sin y, o, cos (p. Evaluons en second Heu les cosinus 
des angles que G'C fait avec les m6mes axes : d'abord le cosinus de Tangle que celle droilc 
fait avec mm! est egal , aux infiniment petits pres du second ordre , au cosinus de Tangle 
qu'elle fait avec m! m!\ c'est-a-dire a cos (p -h rfcos o (la difTerentielle se rapportant a uu 
deplacement eiTectue sur la courbe Am 6) : cela r^sulte de ce que si par le point m' on 
mine m'K paraUMe a QlQt\ le plan Y^m!in" perpendiculaire a la droite m'QJ le sera aussi 
senslblement auplan mm'm". Puis le cosinus de Tangle que cet element G^G'^ fait avec 
mG est un infiniment petit qu'on pent appeler e ^ par cons^uent enfin , le cosinus de 
Tangle qu'il fait avec mT doit itre ± (sin y ~\- dsUn ^) , pour que la somme des carres des 
trois cosinus soi t egale a Tunit^ , et mime sans ambiguite , sin ^ + ^ sin f , commc on le voi t 
aisement par la figure. Nous conclurons de la que la condition pour que GL soit perpendi- 
culaire au plan GG'G'' ou a G'G'' revient a 

— sin f (cos f -+- rf cos <p) -+- cosy (sin y -h rf sin y) = o , 
c*est-a-dire a 

^y = o, ou y = c. 

Ainsi Tangle que GG' fait avec mml^ celui que G'G" fait avec m'm'\ etc. , sont tons egaux 
entre eux quel que soit mG, pourvu que Ton ait 



/iiG = /w'G'=:w"G" = . 



Je dis maintenant que les rayons de premiire et de seconde courbure de AmB sont constants 
En effet, soient r et R ces deux rayons , de maniere que Tangle que forment mG et m'G' ait 
pour valeur 



"""'s/r^-^h' 



d'apris uneformuIedeLancret) tris-facile a dimontrer par la geometric. Si par le point G 
on mine G'n parallele a Gm jusqu'^ la rencontre en n du plan Tmm', le triangle nmm^ don- 
nera , en faisant mG = a, 

fl> a^ GG'' GG' 

Mais la projection GG' cosy de GG' sur le plan osculateur mni tvl' est egale evidemment a 
mm' ii J-, done 

mm cos y \ r ] 
et , par consequent , 
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d'oii 

unc seule valeur, dont la separation est d'ailleurs aisee, devant 6tre prise. Or, a etant quel- 
conque , ^ ne pourra avoir la m6me valeur quel que soit le point de AmB que Ton considere 
qu^autant que ret R seront eux-m^mes constants ; pour le voir clairement , on fait a egal 
a la valeur de r pour I'un des points de la courbe , ce qui montre que ce premier rayon 
de courbure est constant ; puis on reconnait sans peine que le second R doit aussi I'^tre. 

Ainsi , comme nous I'avions annonce , la courbe A/wB a ses deux rayons de premiere 
et seconde courbure constants ; nous pourrions en conclure immediatement que AmB esi 
uneh^lice, car on sait qu'il n y a que Thelice qui ait ses rayons de premiere et seconde 
courbure constants : mais cette propriete se demontre ordinairement par le calcul , et nous 
pouvons arriver au m^me resultat geom^triquement comme il s'jit. Considerons la lignc de 
striction de la surface 5 dans le cas actuel , cette ligne sera une droite : en effet , elle doit d'a- 
bord couper a angle droit toutes Ics generatrices mG , m'G', m"G", etc. , car les distances des 
points m, m\ m^\ etc., aux points de la ligne de striction situes sur mG, m'G', m^'G", etc., 
ne dependent, comme Ton sait, que des rayons de premiere et seconde courbure de AmB 
aux points m, m', m!\ etc., et sont, par consequent, constants : cela nous montre que le 
plan osculateur pp'p" de cette courbe en un point quelconque // doit ^tre tangent a la sur- 
face gauche \ or pp' et p'p" ne peuvent 6tre dans un meme plan avec m'p', tout en eunt per- 
pendiculaires a cette droite , qu^autant quails sont sur le prolongement Tun de Tautre : ainsi 
les deux Elements ^/Z, p^p''^ et de m6uie les ^l^ments suivants sont sur une m^me droile. 
Ceci pos^, si I'onprojette sur un plan perpendiculaire a la ligne de striction pp'p^'...^ les 
generatrices mp, m'p', m" p" et la courbe AmB, les generatrices se projetteront en vraie 
grandeur, et par consequent suivant des droites egales partant toutes de la projection de 
pp'p"..., qui est un point; la courbe AmB se projettera suivant une courbe coupant a 
angle droit les projections des generatrices, et consequemment suivant une circonference: 
<iela montre deja que la courbe AmB est tracce sur un cylindre droit a base circulaire \ 
puis, si Ton remarque qu'en supposant les elements ^//, p'p"'. etc., egaux enlre eux, il 
en est de m6me de nim\ m^n/'^ etc., el des angles que forment nip et m'^', m'p' el 
m"p"^ etc. , et, par consequent, des projections de mm\ m*m!\ etc., sur le plan de la basedu 
cylindre, on pent conclure que A//iB est une helice. 11 est d'ailleurs deja demontre que la 
surface gauche consideree est im conoide : celte surface est done un helicoide gauche a plan 
direclcur. 
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NOTE II. 

Sur queUjues propiietes des lignes geodesiques et des lignes de cowbure des 

surfaces du second ordre. 

M. Joacfaimstal , dans ua Memoire intcressant public par le Journal de M. Crellc, 
tome XXX, el qui a servi de point de depart aux recherches importantes de MM. Liou- 
ville et Michael Roberts, dont il a et^ dit un mot dans les n°* 31 et 32 du Memoire pre- 
cedent, a demontre plusieurs propriet^s remarquables relatives aux lignes geoddsiques et 
aux lignes de courbure des surfaces du second ordre. M. Bertrand a ensuite fait connaitre 
quelques propriet^s du m&mc genre a la fin de son Memoire sur les surfaces isothermes 
(voyez le tome IX du Journal de Mathematiques de M. Liouville). Toutes ces proprietes 
se deduisent d'une maniere extr^mement simple de la theorie des coordonnees elliptiques \ 
mais il pent etre interessant de savoir les d^montrer a priori : c'est ce que je me propose 
de faire dans cette Note. Je dois faire remarquer qu'il y a quelques points communs entre 
la methode que j'emploie et celle de M. Joacbimstal. 

J etablirai d'abord par une methode gA)raetrique Tequation differentielle du second 
ordre que M. Joacbimstal a don nee pour representer une ligne geoddsique ou une ligne 
de courbure d'une surface quclconque. 

Rcmarquons pour cela que si sur une surface on trace une ligne geodesique ou une ligne 
de courbure AmB, et que Ton considere la normale principale mC au point quclconque m , 
le cosinus de Tangle a, que cette ligne fera avec la normale a la surface au point m, sera 
egal, en negligeant les infiniment petits du second ordre, au cosinus de Tangle /3, que la 
m^me ligne mC fera avec la normale a la surface au point /r*' infiniment voisin de w, 
et situe sur AmB. En effet, quand AmB est une ligne geodesique. Tangle a est nul et 
Tangle |3 est infiniment petit du premier ordre (il va sans dire que Ton prend mm' comme 
terme de comparaison des infiniment petits) ; done cos a est egal a i , et cos /3 ou 

I — - -4- en diflere de — -H .... c'est-a-dire d'un infiniment petit du second ordre. 

2 2 ' ^ 

Si AmB est une ligne de courbure, les normales a la surface aux deux points infiniment 

voisins m et m' de cette ligne sont dans un m^me plan perpendiculaire , d^ailleurs, a celui 

que determine la normale au point m et la ligne mC : done les angles a et ^ que forme mC 

avec ces deux normales sont egaux, aux infiniment petits pres du second ordre ^ par suite, 

les cosinus de ces angles sont aussi egaux avec le meme degre d'approximation. 

Ceci pose, soit 

Tequation d'une surface^ posons 

d . F [JL-, ^ , z) ~ X dx H- \dj' -^Zdz, 

de maniere que Ton ait aussi 

Xr/x4-Yt/j-f-Zr/5=:o, 

AXXIP Cahier. i8 
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lorsque dx, dj^ dz se rapportent a un deplacement infiniment petit effectue sur la surface. 
Appelons X , |cx , v les angles que la normale a cette surface , menee d*un certain c6te de- 
termine, fait avec les parlies positives des axes des coordonnees en un point quel- 
ronque x, y, z\ nous aurons 

cosX = XA, cosfi = TA, cosv = ZA, 
en posant, pour abreger , 



le radical ayant un signe determine, qui, d'ailleurs, pent etre + ou — . 

Soient aussi X^, /Xi , v^, les angles que fait avec les parties positives des axes des coor- 
donnees, la normale principale d^une ligne g^odesique, ou d'une ligne de courbure traceci 
sur la surface, au m^me point m\ on aura 

rf^ d% d^4 

as ' as as 

cos>, =p--t— 1 cosfX| = p-^» cosyi=p-^j 

p itani le rayon de courbure , ds Telement de Tare de la courbe consideree , et les difTeren- 
tielles se rapportant (convention qui sera maintenue dans tout ce qui va suivre) a un de- 
placement infiniment petit effectue sur cette m6me courbe. Maintenant on pent avoir aise- 
ment cos a et cos/3, et on trouvc 

4 4) 

[d— d^ d^ 1 

Tegalite de ces deux cosinus exige que 

d^ d% d± 

ds , ^ ds , „ ds , „ • 

-— d X^ -4- — r- ^- YA -f. — -rf.ZA = 0, 
ds ds ds . 

ou , developpant en remarquant que A = -j===z 9 faisant passer les termes aflectes 




du signe — dans le second membre*et divisant par A, 



dz\ 
d4\ 



( d— d^ ..- 

, dx ,dr -dz I ^, ds ^ ds „ " ds \ 



d— rf-f d- \ X-3- T-+--f- + Z-7-/(XrfX-l-YrfY + Z«/Z) 

ds ^ ds ^ ds X' + Y'4-Z' 
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oil bicii, developpant encore, simplifiant au moyen de la relation 

Xdjo 4-Yrf/-f- Zdz= o, 
et muhipliant par ds^, il vient 

d\d'x-^dYdy'i'dZd'z—{dXdx-{-dYdx'^-dZdz)'^ 

(X d'x 4- Ydy -^ZdH) (XdX -+- YdY H- Z rfZ) 



X'-f-Y'H-Z" 

Mais de la relation . 

Xdlr -f- Yrfr 4- Zrfz = o 
on deduit « 

Xrf'x + Ydy -f. Zrf^z = — dXdx — rfYflT/ — dZdz. 

Substituant, divisant par dlLdx -j- dYdy + dZdz^ et faisant tout passer dans le premier 
membre , on a finalement 

dXd^x 4- dYdy + dZd'z XdX-hYdY-^ZdZ dds _ 
^^' dXdx-^dYdy^dZdz "^ X»H-Y'-f-Z» ds '"°' 

c'est Tequation diiTerentielle du second ordrc que M. Joacbimstal a trouvee pour les lignes 
geodesiques et les iigncs de courbure d'une surface quelconque. M. Joacbimstal avait de- 
duit cette equation du calcul ; la demonstration pr^cedente a Tavantage d'en donner Tin- 
terpretation geom^trique. 

Supposons maintenant que la surface propos^e soit du second degre, de telle sorte que 

F = ax^ 4- a'y" -f* flV '■^7,h"xy -f- ilVxz-^- iLhyz 4- 2cx 4- ic*y 4- ic"z — /, 

a, ci^ d\ i, h\ i", c, c', cf\ f 6lSLni des constantes^ nous aurons, dans ce cas, 

dXd'x -^dYdy 4- dZd^z = \d,{dXdx 4- dYdy 4- dZdz) , 

ou , ce qui revient au meme , 

dXd^x 4- dYdy H- dZdH = d'Xdx 4- d'Ydy 4- </'Z^z. 
En effet, on a 

X = 2(ffar4-*"r4-^'2 4-^), 

Y = 2(fl>4-^z 4. ^''jT 4- , 

Z = 2 (fl"z4- h'x 4- *r -+- O; 
done <9 

rfX = 2 (fl^ilr 4- ^'Vj 4- b'dz) , 

^Y = 2(fl'£(r4-^^2 4-^'Wx), 

rfZ = 2 [a'-dz 4- ^Vx 4- ^fllr) ; 
et 

d^X = 2 {ad'x 4- ^"ri'r 4- ^'^'2) , 

d^Y = 2{a'dy-+' bd^z 4-^V'x), 

' r/»Z =2(aV^z4-^V/^x4- W'j); 

18. 
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(lone 



^ L ■Jfb'{dzd^x-^dxd^z)'^b{dzd^y'^dxd'z) J 

el 

[adxd^x -h a'drd^r -4- a" dzd^z -+- 6" (dy d* x -h dr dW) 1 
-hb'(dzd^X'^-dxd^z)-^b{dzd^f -hdyd't) J 

Cela etant , Tequatioii (i) s^intigre immediatement , et il vienl 

, , (dXdx'hdYdr-hdZdz){X''^Y'-hZ') 

(2) i :^ i-i = const. 

Interpretons re resultat. 
Nous avons pose 

cos > = X A , cos fx = YA , cos V = Z A; 
done on a 

rf.cosX= ArfX-H XdAy 

rf.cosf* = AdY -h YdAy 

^/.cos V = A€/Z -+- ZrfA, 
ce qui donne 

^{dxdX'hdfdY-hdzdZ)::^ dxd.cos'k -{- dyd^cos^t -^ dzd. co&^j 
puisque 

Xflte-h Y</r -h Z<fa = o. 

L'equation (2) devient done , en se rappelant la valeur de A , 

,«. dx d.cos'X djr d, cos yi dz d. cos v const. 



rfif ds ds ds ds ds ("Y^ t Y' 1 7*^"^ 

Or le premier membre est evidemment egal au cosinus de Tangle que la tangente de la 
ligne geodesique ou de la ligne de eourbure eonsideree au point m dont les coordonnees 
sontx,^, z, fait avec la normale a la surface au point m\ dont les eoordonnees sont 
x-h dx ^ r '■\- dj^ z-hdzy divise par ds ou mm' 5 ee premier membre n'est done autre 

chose que la eourbure - de la section normale a la surface dirigee suivant la ligne geode- 
sique ou la ligne de eourbure. Occupons-nous du second : considSrons en meme temps 
que la surface du second degre represent^ par Tequation 

ax^ -h ay^ -f- fl"z» 4- 2 b"xf H- 2 b'xz + 2 bfz -h 2 rx H- 2r'j 4- 2 c"z =r /; 

celle que reprdsente Tequation 

<ix» 4- «>' + fl'V 4- 2 ^"xj -I- 2 ^'x3 4- 2 ^/a •+• 2 ex 4- 2c'/4- ic'z^f-^^f^ 

ou d/est infiniment petit, e'est-a-dire la surface bomothelique infiniment voisinc de ia 
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premiere; il est facile de voir qu'en appelant dn la distance des deux surfaces au point m , 



on a 



Sn = 



{X'-f-Y'H-Z»)T 



II suffit de remarquer que si ^r 4- <Jx, jr -f- oy^ z-\-$z sont les coordonnees dc la secondc 

extremite diedn^ on a 

X^x-f.Y^7-+-Z5s = ^/ 
et 

$x = ^n cos \ = ^/iXA, 
^y = $n cos fx = ^/i Y A , 
$z =z $n cos V = ^71 Z A ; 

d'ou Ton tire ais^ment la valeur de 3n indiquee plus haut. Cela etant, I'^uation (3) peut 
s'ecrire de la maniere suivante : 

- r= a9n^ ou p = -^y 

a et|3 etant des constantes; et alors nous voyons qu'elle exprime que pow toute surface 
du second degre, le rayon de courbure d'une* section normale a la surface , cette section 
etant menee tangentiellement a une ligne geodesique ou h une ligne de courbure, varie 
pour les differents points de cette ligne ^ en raison inverse du cube de la distance de la 
surface h la surface homothetique infiniment voisine. 

On salt que la distance d^une surface du second degre k la surface homothetique infi- 
niment voisine est, pour les m^mes points, en raison inverse de la distance de cette surface 
a la surface homofocale infiniment voisine. On peut done dire, en comhinant cette pro- 
priete, qui est bien connue dans la theorie de Tattraction, avec la precedente, que pour 
toute surface du second degre , le rayon de courbure d'une section normale a la sur- 
face y cette section etant menee tangentiellement a une ligne geodesique ou a une ligne 
de courbure i varie pour les differents points de cette ligne y proportionnellement au cube 
de la distance de la surface a la surface homofocale infiniment voisine. 

Passons maintenant aux proprietes de M. Bertrand. 

Designons, comme plus haut, par la caracteristique d les deplacements infiniment 
petits effectu^s sur la courbe AmB , que nous supposons ici etre exclusivement une ligne 
de courbure j representons , en outre, par la caracteristique $ les deplacements infini- 
ment petits effectu^s perpendiculairement a la courbe AmB, ou, ce qui revient au m^me , 
les deplacements effectues sur les lignesde courbure du syst^me different de celui dont AwB 
fait partie. Nous aurons d'abord I'identit^ 



c^)+(fey-^(i7y^'' 
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is etant relement d^une ligne de courbure coupant a angle droit la courbe AmB; dW^ 
en diflcrentiant suivant la caracteristique ^, on a 

(4) ^x£/^-f.^j./|^-+-(yzrf^ = o. 

Mais en appelant, comme plus haul, X, |ui, v les angles que la normale a- la surface au 
point a:/ <z fait avc(5 les parties positives des axes, on a 

^.r _ ^r _ $z _ I 
^ ' 5cosX ^cosfA 5cosv R' ' 

R' eiant le rayon de courbure de la section principale perpendiculaire a AiwB. En eflfet, 
si Ton consid^re les normales a la surface au point m , dont les coordonnees sont x^j^ z , et 
au point /i, dont les coordonnees sont x -h <Jx , y -h $y^ z -\-dz^ normales qui se rencon- 
trcut en un certain point O , puisque mn est un element de ligne de courbure ; puis que 
Ton prenne sur ces deux normales des longueurs O w' et O n' egales a i , a partir du point O 
Felement m!n' sera parallMe a mrij, et , par consequent , la difference des distances des 
points m et « a Tun quelconque des plans coordonnes sera a la difference des distances 
analogues, relatives aux points m' et n\ dans le m^me rapport que m'n' a mn ou dans le 
rapport de i a Om = R'; or cette proportionnalite est evidemment exprimee par les equa- 
tions precedeutes. 

Portant maintenant les valeurs de Sx^ dy^ iz dans Fequation (4) , il vient 

3x Sy Sz 

a.cosAe/-r — \-^,cosuid-^-hS cosv</.- = o; 

6s ^ 3s Ss 



mais puisque 
on a 



cos). = XA, cospt = YA, cosv^tZa, 

^.cos> = A SX-hXSi, 

(J.cosf* = A ^Y-f-Y^A, 

(J.cosv = A ^Zh-Z^A. 

Substituant , on a simplement 

(5) ^Xc/ 1^ -h ^Yd^/- 4- ^Zrf fi = d. 

^ ^ Ss 3s 3s 

En effet, la normale a la surface au point m est non-seulement perpendiculaire a 1 ele- 
ment mn , mais encore a ce que devient mn , quand on passe du point m au point m' infi- 
niment voisin de m et situe sur AmB , d'apres le theoreme de M. Dupin ; par consequent , 

Ton a 

3x 3r 3z 

Xd—^Yd/-^Zd j-^z=zo, 

3s 3s 3s 

Developpant Tequation (5) , on irouve 

3y.d 3x-h^YdJx-i'3Zd.3z _d3j^_ 
oX3x-\-3Y3f-^3Z3z ~17~^' 
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mais quand la surface consideree est du second degr^, on a, il serai t facile de le verifier 
commeon a fait plus haut, 



On peut alors int^rer , et il vient 

8X^x-i-SYSr-hSZ9z 



= C, 



C etant une constante arbitraire^ ou bien, introduisant cos A, cosfx, cos v au lieu de 
X , Y, Z , et remarquant que 

X^x-hY5j4-Za3=:o, 
on a 

$^cos'kSx-\'S.co&lt$r -h S cosv^z 

Id? ^' 

ou bien encore , en vertu des relations («) , 



d*ou enfin 



^ = ^=r(X* + Y'+Z'P 



on 



a etant une nouvelle constante, eidn representant , comme tout a Theure , la distance de 
la surface du second degre consideree a la surface homoth^tique infiniment voisine , pour 
le point ar^j^, ^. 

, Cela nous montre que , suivant une m^nie ligne de courbiire d'une surface du second 
degre, le rayon de courbure de la section principale qui lui est perpendiculaire , varie 
dans le rapport inverse de la distance de la surface consideree a la surface homothetique 
infinunent voisine. 

Par consequent aiissi , d'apres une remarque faite plus haut , suivant une mdme ligne 
de courbure d'une surface du second degre, le rajon de cow^bure de la section princi- 
pale qui lui est perpendiculaire , varie dans le m^me rapport que la distance de la sur- 
face consideree d la surface homofocale infiniment voisine, 

Combinant ces deux proprietes de M. Bertrand avec celles de M. Joachimstal, on voit 
encore que suiuant toute ligne de courbure d'une surface de second degre, le rayon de 
courbure principal correspondant varie proportionnellement au cube de V autre rayon 
de courbure principal. C*est la propri^te que j'ai demontree directement dans le XXX® ca- 
hier du Journal de Vtlcole, P oly technique , pour toutes les surfaces faisant partie d*un 
syst&me triple de surfaces isothermes , et qui m^a servi a simplifier la demonstration du 
theoreme important que I'on doit a M. Lame et d'apres lequel les surfaces du second 
degre homofocales sout les scules surfaces susceptibles de former un systime triple dc sur- 
faces isothermes. 
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Consideroiis maintenant , sur une surface du second degre quelconque, un quadrila- 
lere fini forme par quatre ligaes de courbure. Soit AAi A, A3 cc quadrilatere ^ appelonsa, 
^1 ) ^tj ^3 Ics distances dc la surface proposee a la surface homofocale infiniment voisine, 
aux points A , A, , A,, Aj; soient enfin p, p'-, p,, p',; p,, p',; p,, p, les rayons de courbun* 
priiicipaux de la surface aux memes points , les lettres sans accent servant a designer les 
rayons de courbure correspondants aux sections principales , tangentes aux lignes de cour- 
bure du meme syst^me que AAi : nous aurons, d'apres ce qui precede, 



P. «J 



Pi <' 
P «' 






Multipliant membre a membrc les egalit^s de la premiere ou de la scconde colonnc Verti- 
cale, on a 



T>!, 



a a- 



Ainsi, 51 sur une surface du second degre on considhre un rectangle Jini forme par 
quatre lignes de courbure, les distances des sommets de ce rectangle a. la surface du 
second degre homofocale infiniment voisine , forment une proportion, 

C'est la premiere des proprietes que M. Bertrand a reconnues a toutes les surfaces sus- 
teptibles de fairepartie d'un systeme triple de surfaces isothermes (vojez le Journal dc 
M. Liouville, tome IX). 

Quant a la seconde de ces proprietes, qui consiste, comme Ton sait, en ce que toule 
surface du second de^re pent <itre divisee en carres infiniment petits par ses lignes de cour- 
bure, j'aurai besoin, pour Tetablir, de supposer connu le theoreme de M. Binet, d'apres 
Icqucl les lignes de courbure d'une surface du second degre ne sont autre chose que les 
intersections de cette surface avec les surfaces du second degre homofocales qui ne sont 
pas de m^me nature qu'elle 5 du resle , on sait que ce dernier theorime pent se deduire tres- 
simplement de T^quation (3), comme Ta fait M. Joachims tal , ou plus simplement 
M. Chelini {yoyez la Bei^ue scientifique italienne) . 

Ceci pose, soit une surface du second degree supposons-la decoupee en rectangles infi- 
niment petiis, par ses lignes de courbure, et considerons un de ces rectangles abed, Lc 
cote ab sera un element d'une ligne de courbure ax , non-seulement de la surface du 
second degrd propose , mais encore d'une surface du second degre homofocale, coupaut 
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la premiere a angle droit , et que nous appellerons , pour simpliiier le discours , surface S. De 
m^me le cdte ac sera un Element d'une seconde ligne de courbure ay de la surface proposee 
et d'une surface du second degr^ homofocale S', qui coupe la premiere a angle droit. Appe- 
Ions p le rayon de courbure au point a de la section principale faite dans la surface S , 
tangentiellement a sa ligne de courbure aa?, et p' le rayon de courbure au m^me point de 
la section principale faite dans la surface S', tangentiellement a la ligne de courbure ay : 
le rapport 



devra garderla mdme valeur, d'apris un tbeoreme demontr^ plus haut, lorsqu'au lieu du 
point a on consid^rera tout autre point de la ligne ax, ac etant toujours la distance de 
la ligne de courbure oo: a la ligne de courbure infiniment voisine de la surface proposee 
et appartenaut au m^me syst^me qu'elle; cela prouve qu'en representant par la ca- 
racteristique d les accroissements infiniment petits effectu^s sur ax, on a 

3 

Zacd,ac — » ,i 
h «c . a - = o , 

P 9 

d'ou 

p ac.p 

d'ou 

P _ ^ d.ac I 

ab ab .acp 

Mais en supposant que ab soit egal au deplacement correspondant 4 I'accroissement indi- 
qu^ par /^ , on a 

d ,ac 1 

ab . ac p" 

done 

_e.=3— . 

ab pp' 

On trouverait de m^me, en indiquant par 6 un accroissement correspondant au deplace- 
ment ac effectue sur ay^ 

j:=_3_L;n 

ac p p' 



(•) Les signcs s'expliquent par ee qui a ete dit tant de (ois dan* le Memoire , § \\\ et autres. 
XXXIP Cahier. 
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de la nous pouvons conclure 



dl 


' 


i\ 


f 

ab 


+ 


_l 




ac 



o. 



Or c'est la la condition pour que les deux syst^mes de lignes orthogonales que Ton consi- 
dere sur la surface proposee , puissent d^couper cette surface en carr^s infiniment petits , 
comme je I'ai fait voir au n^ 36 du Memoire precedent, ou mieux , dans mon Memoire sur 
les surfaces isothermes , insure dans le XXX* cahier du Journal de Vtlcole Poljtechnique ; 
la seconde propriety de M. Bertrand est done aussi d^montree. 



REMARQUE 



SUA 



UN MfiMOIRE DE M. BERTRAND: 

Par H. J.-A. SERRET. 



Dans un Memoire qui fait partie du XXX^' cahier de ce Journal (i), 
M. Bertrand a demontre ce beau theoreme: 

Si unefonction de n lettres a mains de n vakurSy elle nen a au plus que 
deux, 

Ce theoreme, qui n'a pas lieu pour /?= 4? avait ete demontre auparavant 
par M. Cauchy pour le cas de n premier ou egal a 6. 

La demonstration de M. Bertrand exige qu'entre - el n — 2 il y ait un 

nombre premier/? : ce fait a ete verifie pour les valeurs de n superieures a 7, 
jusqu'a 6000000; mais comme il n'a pas lieu pour w = 6, M. Bertrand a 
cm son raisonnement en defaut pour ce cas particulier. Ayant eu Toccasion 

d'enseigner cette theorie a la Faculte des Sciences, j'ai reconnu que si - 
est un nombre premier, on pent prendre/? = - ? sans que la demonstration 

eprouve aucune modification. Le lemme suivant, sur lequel est fonde le theo- 
reme principal, continue en efFet d'avoir lieu: 

Si unefonction de n lettres a moins de n valeurs, on pourra former deux 
groupes, tun de p, I autre de deux lettres tels, que lafonction ne soit pas 
changee par une permutation circulaire operee sur Vun de ces groupes. 

Seulement ce lemme serait en defaut dans le cas oil Ton prendrait p = 

si, au lieu de ces mots, a moins de n valeurs^ on mettait ceux-ci, na pa^s 



(i) Memoire sur le nombre de valeurs que peut prendre une fonction quand on y permute les 
lettres qu'elle renferme. 

'9- 
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plus de n valeurs; d'oii il suit qu'on ne peut plus dire avec M. Bertrand, 

dans le cas de /? = - > si une function de n lettres a n valeurs, eUe est syme- 

trique par rapport an — i lettres. Gette derniere assertion est la seule qui 
ne soit pas demontree par la methode de M. Bertrand lorsque entre n — 2 

et - il n'y a pas de nombre premier, mais que - est premier. On sait d ail- 

leurs que cette assertion est inexacte pour les fonctions de six lettres. 

On voit par cette remarque que les recherches de M. Bertrand rendent 
inutile la demonstration ingenieuse, mais bien compliquee, de M. Cauchy 

pour les fonctions de six lettres, puisque - ou 3 est un nombre premier. 



NOTE 



SU& LA 



THfiORIE DES MOUVEMENTS RELATIFS; 

Par M. J. BERTRAND. 



La decouverte du principe de d'Alembert, et surtout I'ouvrage admirable 
dans lequel Lagrange developpa les consequences de ce principe, semblent 
avoir mis fin aux problemes ingenieux que les geometres se proposaient 
par defi sur des questions de mecanique. On pourrait meme ajouter que, trop 
souvent, apres avoir etudie la mecanique analytique, on croirait faire une 
chose inutile en cherchant a completer I'etude de cette science par la lecture 
des travaux epars dont les predecesseurs de Lagrange ont enrichi les recueils 
academiques du xvni* siecle. Je crois que cette tendance, malheureusement 
tres-generale, est de nature a nuire aux progres de la mecanique, et qu'elle 
a deja produit de facheux resultats: la trop grande habitude de tout deduire 
des fbrmules fait perdre jusqu'a un certain point le sentiment net et precis 
des verites mecaniques considerees en elles-memes ; et si la science a gagne 
d'une maniere incontestable a T introduction de ces methodes si generales, 
on pent dire que, par compensation, chaque question doit neanmoins se 
presenter sous un jour moins lumineux, et qu'enfin les procedes analytiques 
dont on fait aujourd'hui un si grand usage sont plus propres a convaincre 
Tesprit qu'a Teclairer, en lui permettant de suivre d'une maniere intuitive 
les relations des effets avec les causes. 

Ces reflexions ne se sont jamais presentees a moi avec plus de force qu'a- 
pres la lecture successive de deux Memoires dans lesquels le meme sujet est 
traite, a pres de cent ans de distance, par Clairaut et par M. Coriolis. 

M. Coriolis, en s'occupant a deux reprises differentes de la theorie des 
mouvements relatifs, s'est rencontre, sans le savoir, avec Tillustre Clairaut, 
qui, dans les MSmoires de V Academie des Sciences pour 1 742, avait resolu 
plusieurs problemes, en faisant precisement usage du principe de M. Co- 
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riolis. Mais ce principe qui, dans le Memoire plus recent n'est demontre que 
par des calculs compliqu^s, semble a Clairaut tellement evident, qu'il ne- 
glige d'entrer dans le detail des raisonnements synthetiques qui Vy ont 
conduit, et se borne a en enoncer en quelques lignes le principe. Ce qui 
donne encore plus d'interet a ce rapprochement, c'est que Clairaut qui, 
dans ['application de son theoreme, ne commet aucune erreur, Fenonce 
cependant d'une maniere inexacte, que Ton pent d'ailleurs corriger en sui- 
vant avec soin le raisonnement rapide par lequel commence son Memoire. 

Ainsi se trouvent mis en evidence, de la maniere la plus nette, les avan- 
tages et les dangers que presentent en mecanique les raisonnements a priori : 
ils sont la plupart du temps plus rapides, toujours plus satisfaisants pour 
Tesprit; mais Clairaut lui-meme est expose a s'y tromper. 

Le but que je me propose ici est d'exposer avec detail la demonstration 
trop pen connue de Clairaut, de la rectifier en montrant pourquoi le theoreme 
dont il est question ne s'applique qu'au principe des forces vives, et de feure 
voir enfin comment, en suivant les idees de Clairaut, on parvient sans au- 
<Mm calcul a la notion des forces centrifuges composees, introduites par 
M. (^ioriolis dans son second Memoire sur les mouvements relatifs. 

I. 

Je commenceiui par reproduire textuellement le raisonnement de Clairaut 
pour montrer en quoi il est defectueux : 

a Afin de representer tons les mouvements qu'un plan pent avoir en 
» glissantsur un autre plan, imaginons que le rectangle FGHI soit place 
» entre deux courbes quelconques AB, CD, et que, pendant qu'on fait mou- 
)) voir a volonte Tangle G de ce rectangle dans la courbe AB, Tangle I du 
» meme rectangle suive la courbe CD. Supposons maintenant qu'un corps M 
)) de ce systeme, accelere par la gravite ou par d'autres forces quelconques, 
» decrive par la nature de ce systeme la courbe M^u, pour trouver la force 
» acceleratrice ou retardatrice que le mouvement du plan FGHI donnera a 
» ce systeme; voici ce qu'il faut faire : 

» On commencera par tracer la courbe PQ que le point M decrirait pen- 
)> dant le mouvement de FGHI si ce point M etait fixe dans le plan FGHI ; 
» on determinera ensuite la vitesse avec laquelle il se mouvrait dans cette 
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» ligne, ce qui ne dependra que de la vitesse donnee de G et des courbes 
D AB, CD. Cela fait, on cherchera les forces acceleratrices qu'il faudrait 
» supposer repandues dans Tespace ABGD, pour que le corps M, aban- 
y> donne a lui-meme avec la vitesse qu'il a en M par Mm, parcourut la ligne 
» PQ. Que MS, par exemple, represente ce que cette force acceleratrice 
» serait en M, je dis qu'en prolongeant MS et prenant MT qui lui soit egale, 
» cette droite MT represente la force par laquelle le mouvement du plan 
» FGHI altere la vitesse de M par M^. 

» Pour le proiiver, je commence par distinguer le corps M du point fixe 
» de FGHI qui lui repond , et je nomme ce point fixe M'; je remarque ensuite 
w que si, dans I'instant que le corps M vient de parcourir Mju etM', M'/t?, 
» on venait a oter les courbes AB, CD, et qu'on laissat le plan FGHI se 
» mouvoir uniformement et en ligne droite, avec la vitesse de M' par M'm, 
» il arriverait necessairement que le systeme qui est sur ce plan FGHI se 
» mou vrait de la m6me maniere que si ce plan etait fixe. A cette observation, 
» je joins celle-ci , que la raison pour laquelle le mouvement par Tare M/// 
i) est altere par le mouvement curviligne du plan FGHI , c'est que pour 
w former ce mouvement curviligne , il faut imaginer qu'a I'instant que M' 
)> vient de parcourir M'm , il recoit une impulsion MS que le corps ne recoit 
» pas; car, si le corps M recevait cette impulsion, le mouvement du sys- 
» teme serait absolument le meme que si FGHI etait fixe. Cela pose, je dis 
)) qu'il revient au m6me que M' recoive une impulsion , sans que M la re- 
)) coive, ou que M la recoive en sens contraire, et que M' n'en recoive 
» aucune. 

» Done , on pent regarder le plan FGHI comme fixe , et supposer que 
» le corps , outre les forces acceleratrices qui I'animaient avant le mouve- 
» ment de FGHI , soufFre de plus Taction des forces donnees MT. » 

n. 

Le raisonnement que je viens de transcrire esttellement concis, qu'on a 
quelque peine a voir, d'une maniere precise, quelle portee Clairaut a pre- 
tendu donner a son theoreme ; il semble evident , en outre , que I'illustre 
geometre a plutot voulu indiquer la nature des considerations qui I'ont guide 
que les exposer avec detail. En etudiant ce passage avec soin, on pent ce- 
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pendant se convaincre que la phrase que j'ai soulignee, exprime une idee 
inexacte. On sait , en effet, fort bien , qu'un systeme abandonne a lui-meme 
ne se meut pas d'un mouvement rectiligne et uniforme ; c'est pour cette 
raison que la conclusion a laquelle parvient Clairaut n'est pas exacte. On doit 
aussi remarquer que bien des details essentiels sont omis , et notamment tous 
ceux qui devraient se rapporter a Tinfluence des liaisons qui peuvent exister 
entre les difFerents points du systeme mobile. Je vais essayer, comme je Tai 
dit , de corriger ces inexactitudes et de reparer ces omissions. 

An lieu de considerer, comme Clairaut, le mouvement sur un plan mo- 
bile, je supposerai generalement qu'un systeme de forme invariable soil 
anime d'un mouvement quelconque; je considererai le mouvement d'un 
point M, qui ne soit aucunement lie a ce systeme, et dont nous prendrons la 
masse pour unite. Je chercherai quelles forces on doit adjoindre a celles 
qui le sollicitent reellement, pour pouvoir determiner son mouvement par 
rapport au systeme mobile, comme si celui-ci etait fixe. Quand on etudie le 
mouvement d'un point par rapport a des axes fixes, on sait que les compo- 
santes des forces qui le sollicitent representent precisement les coefficients 
differentiels de la vitesse suivant les trois axes; ce sont done ces coefiicients 
differentiels qu'il faut calculer ici, et les forces cherchees seront ce que Ton 
doit ajouter aux forces acceleratrices qui sollicitent le point M pour obtenir 
leur expression : or on pent, sans changer la valeur de ces coefficients, 
imprimer un mouvement commun au point M et au systeme mobile. II sem- 
blerait naturel de choisir ce mouvement de telle maniere que les axes mo- 
biles conservassent, pendant un temps infiniment petit, la meme position; 
mais nous parviendrons au meme but en faisant seulement en sorte qu'ils se 
meuvent parallelement a eux-memes d'un mouvement rectiligne et uniforme, 
car on sait, et il est d'ailleurs evident, qu'un pareil mouvement des axes de 
coordonnees altere les vitesses, par rapport a ces axes, d'une quantite 
constante, et ne change par consequent en rien leurs coefficients differentiels. 
Remarquons que les axes mobiles qui doivent definir le mouvement du 
systeme dont ils font partie peuvent etre choisis arbitrairement. On peut 
done supposer qu'a un instant donne, leur origine coincide avec la position 
du point M; designons cette origine par M'. Au bout d'un temps infiniment 
petit dt^ elle aura decrit un arc de courbe M'P', tandis que le point mo- 
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bile M sera venu de M' en P. Pendant ce temps les axes aiiront change de 
direction, et quel que soit ce changement, on sait qu'il peut etre considere 
comme une rotation iniiniment petite effectuee autour d'un axe passant par 
Forigine : si done nous voulons qiie les axes aient un mouvement uniforme 
de translation dans Tespace, et que Torigine decrive une ligne droite, il faut 
imprimer au systeme, autour d'un axe instantane passant par le point P', 
une rotation egale et contraire a celle qu'il a executee reellement, et, de 
plus, supposer a tons les points un mouvement commun suivant des droites 
egales et paralleles k P'K, de telle maniere que le point M', au lieu de 
venir en P', vienne se placer en K sur la tangente a la courbe M'P' a une 
distance M'K egale a celle que la vitesse acquise lui ferait parcourir dans le 
temps dt; et, en supposant que le point M participe a ces deux mouvements, 
rien ne sera change dans son mouvement par rapport aux axes mobiles, et 
par consequent les coefficients differentiels de sa vitesse, parallelement a ces 
axes, seront precisement egaux a ceux que nous voulons calculer. Or ces 
deux mouvements, que nous devons imprimer au point M, le deplacent Tun 
et Tautre de quaiitites infiniment petites du second ordre; on peut done les 
supposer produits par deux forces agissant pendant le temps dtj et dont il 
est facile d'apprecier la valeur. La premiere, celle qui correspond au mou- 
vement de rotation, est evidemment perpendiculaire au plan qui passe par 
I axe instantane et par la direction de la vitesse relative; cette force doit, de 
plus, etre capable de faire parcourir, dans le temps dt^ un arc infiniment petit 
du second ordre ayant pour angle {t)dty a> etant la vitesse de rotation du sys- 
teme mobile autour de Taxe instantane, et pour rayon vdtj v etant la pro- 
jection de la vitesse relative sur un plan perpendiculaire a cet axe : or un 
pareil arc egal a coi^dt^ est parcouru sous Tinfluence d'une force 2a>{^; telle 
est done la premiere des forces par laquelle on doit supposer le point M 
sollicite : c'est la force centrifuge composee de Coriolis. Quant a la se- 
conde, il faut qu'elle soit capable d'amener le point M' de P' en K; on voit 
sans peine qu'elle est egale et contraire a celle qui devrait solliciter un point 
libre pour qu'il restat invariablement lie au systeme, en supposant qu'il soit 
place en M' avec la vitesse actuelle de ce point M'. Si done nous ajoutons 
ces deux forces a celles qui sollicitent le point M, nous pourrons regarder 
les axes comme se mouvant parallelement a eux-memes d'un mouvement 

XXXIP Cahier. 20 



l54 NOTE SUR LA TH^ORIE DES MOUVEMENTS RELATIFS. 

rectiligne et uniforme, et, par consequent, les equations du mouvement 
comme etant les memes que par rapport a des axes fixes. 

Nous avons done , dans le cas d'un point isole qui n'est nullement lie aux 
axes mobiles, le theoreme suivant qui est precisement celui de M. Coriolis: 
Pour avoir les equations du mouvement relatif d'un point , il faut ajouter aux 
termes existants pour le mouvement absolu , d'abord ceux qui proviennent 
de la force egale et contraire a celle qui forcerait le point considere a rester 
invariablement lie aux axes mobiles, et, en outre, ceux qui proviendraient 
d'une force perpendiculaire a la vitesse relative et a I'axe instantane de rota- 
tion des axes mobiles, egale au double du produit de la vitesse angulaire de 
rotation des axes mobiles , par la vitesse relative projetee sur un plan per- 
pendiculaire a cet axe. 

III. 
Le cas d'un point entierement libre comprend implicitement tons les 
autres ; quelle que soit, en effet, la nature des liaisons qui definissent le systeme 
dont on cherche le mouvement , liaisons qui peuvent etablir, en outre , une 
dependance entre ce systeme et celui des axes mobiles, on pent toujours re- 
garder chaque point comme completement isole et libre, pourvu qu'on 
adjoigne aux forces qui le sollicitent , des forces nouvelles de direction de- 
terminee , mais d'intensite inconnue , qui representent Taction que peuvent 
exercer les liaisons. Or, ensupposant toutes ces forces de liaisons connues, 
et chaque point devenu libre , nous pourrons appliquer le theoreme prece- 
dent a la recherche de son mouvement , et nous aurons ainsi des equations 
differentielles , qui seront en nombre egal a celui des coordonnees des points 
du systeme ; ces equations seront precisement celles qu'on cut du ecrire , si 
les axes mobiles avaient ete fixes , et qu'on eut ajoute aux forces acceleratrices 
de chaque point les deux forces definies par le theoreme de M. Coriolis. II 
est inutile d'indiquer comment ces equations differentielles, jointes aux 
equations de liaisons et aux circonstances initiales , definissent completement 
les coordonnees en fonction du temps, et permettent, en outre, de deter- 
miner les coefficients inconnus introduits comme facteurs dans les compo- 
santes des forces de liaison ; cette discussion se trouve dans tons les Traites 
de mecanique , et il n'y aurait rien a y changer dans le cas actuel. 
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SUR LA 



PROPAGATION DE LA CHALEUR DANS LES CRIST ATJX; 

Par M. J.-M.-G. DUHAMDL. 



Dans un Memoire presente en 1828 a 1' Academic, j'ai fail connaitre les 
equations generales qui reglent Ic mouvement dc la chaleur dans les corps 
solides, dont la conductibilite n'est pas la meme dans tous les sens. J'ai 
demontre que, dans les corps constitues de la meme maniere en chaque point, 
mais dont la condqctibilite pouvait varier suivant une loi quelconque avec 
la direction, il existait toujours trois axes principaux, rectangulaires, uniques 
en general, et en nombre infini quand il y en a plusieurs systemes. Ces axes 
jouissent d'une propriete physique remarquable, d'apres laquelle je les ai 
definis ; leur propriete analytique est de donner une forme simple a Tequa- 
tion de la propagation de la chaleur, quand on les prend pour axes de coor- 
donnees. Dans ce meme Memoire se trouvent traitees plusieurs questions 
dont les resultats etaient susceptibles d'etre verifies par Texperience, et pou- 
vaient, par suite, conduire a la valeur des constantes relatives a chaque sub- 
tance en particulier. 

Quelque temps apres, MM. de la Rive et Alphonse de Candolle firent 
connaitre quelques experiences relatives a la conductibilite de diverses 
especes de bois, dans le sens de leurs fibres et dans des sens perpendiculaires. 
EUes indiquaient une grande difference de conductibilite pour une meme 
espece de bois dans ces differents sens; mais quelque interessantes qu'elles 
fussent, elles n' etaient pas assez multipliees, ni faites dans des circonstances 
assez varices pour conduire a la determination des conductibilites prin- 
cipales. 

Les recherches deM.de Senarmont ont un caractere different: elles 
n'ont pas precisement pour objet la determination des coefficients speci- 
fiques, mais des lois generales suivant lesquelles la chaleur se propage dans 
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les corps regulierement cristallises , et les rapports des axes principaux de 
conductibilite avec les axes optiques et la forme cristalline de ces corps. 

Toutes les deductions de Tauteur sont fondees sur les resultats de ses 
experiences, et ce n'est qu'avec une certaine reserve qu'il se prononce sur 
la nature des surfaces ou des courbes d'egale temperature. H ni'a pani qu'il 
ne serait pas sans interet d'appliquer le calcul a cet important sujet de re- 
cherches, et d'en deduire la determination exacte de ce que Texperience ne 
pouvait donner qu'a peu pres. 

J'ai considere d'abord un solide indefini dans tous les sens, constitue de 
la meme maniere en chaque point, mais dont la conductibilite variait avec la 
direction, suivant une loi arbitraire. Ce solide etant a une meme temperature 
en tous ses points, j'ai suppose qu'on y introduisait dans une portion infi- 
niment petite en tout sens, une certaine quantite de chaleur, qui elevait 
d*une maniere quelconque la temperature de chacun de ses points; et j'at 
cherche Texpression generale qui fait connaitre a chaque instant la tempera- 
ture d'un point quelconque du solide. 

Parmi les diverses consequences qui peuvent s*en deduire, j'indiquerai 
la suivante : 

cc A une epoque quelconque, les sur&ces isothermes forment une serie 
» continue d'ellipsoides semblables, dont les axes sont diriges suivant les 
» axes principaux de conductibilite, menes par le point primitivement 
» echauffe, et sont proportionnels aux racines carrees des conductibilites 
» principal es. » 

Je designe, pour abreger, ces ellipsoides sous le nom A' elUpsoides prin- 
cipaux. 

J'ai considere ensuite le cas beaucoup plus general, oil Ton ne se borne- 
rait pas a supposer des temperatures initiales connues en un point du solide, 
mais oil Ton introduirait en ce point de la chaleur d'une maniere continue, 
et suivant une loi entierement arbitraire. 

L'expression des temperatures du solide a une epoque quelconque peut, 
dans ce cas, etre determinee au moyen d'une methode que j'ai fait connaitre 
dans un autre Memoire, et qui est fondee sur la superposition des systemes. 
Mais quant a la determination des surfaces isothermes, il n'est pas necessaire 
d' avoir I'expression des temperatures, et il suffit de remarquer que les sys- 
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temes a superposer rentrent dans les cas que nous avons examines prece- 
demment. Or tous ces systemes donnant les memes surfaces isothermes, on 
aura encore ces memes surfaces dans le systeme resultant de leur superpo- 
sition. D'oii resulte le theoreme general suivant : 

<ic Quelle que soit la loi suivant laquelle on introduise de la chaleur en un 
» meme point d'un cristal indefini dans tous les sens, les surfaces isothermes 
» seront encore les ellipsoides relatifs au cas oil la chaleur introduite n'est 
» pas renouvelee. » 

II est evident qu'il en serait de meme encore si Von assujettissait la tent- 
peratwre du point donne a la condition^ plus difficile pour le calculy d'etre 
constante, on de varier sui\>ant une loi donnee quelconque. En efFet, cette 
loi des temperatures exige une certaine loi inconnue, mais determinee, dans 
Tintroduction de la chaleur en ce point: or la conclusion precedente est 
independante de cette demiere loi; elle Test done aussi de la loi des tempe- 
ratures assignees a ce meme point. 

Les surfaces isothermes etant connues, dans les divers cas que nous ve- 
nous de considerer, il est facile de determiner les courbes isothermes dans 
un plan quelconque ; car elles ne seront autre chose que les intersections 
de ce plan avec la serie des ellipsoides isothermes. Ce seront done des 
ellipses semblables^ ay ant pour centre commun le point de rencontre de 
leur plan et du diametre conjugue a la direction de ceplan dans le systeme 
des ellipsoides. 

J'etablis ensuite plusieurs proprietes importantes du flux de chaleur dans 
les memes cas dont il vient d'etre question, Vorigine etant toujours le point 
primitivement echauffe. Elles pen vent s'enoncer de la maniere suivante: 

a 1°. Le flux maximum en un point quelconque est toujours dirige sui- 
» vant le rayon vecteur de ce point. 

» 2®. Dans un plan quelconque, le flux normal a ce plan est le meme a 
» chaque instant en tous les points d'une meme courbe isotherme quel- 
» conque. II est constamment nul si le plan passe par Torigine. » 

Ces deux propositions subsistent de quelque maniere qu'on introduise 
successivement de la chaleur a Torigine. Mais les deux suivantes n'ont lieu 
que quand la quantite de chaleur primitivement introduite n'est pas renou- 
velee. 
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« 1**. En tout point d'un plan quelconque, le rapport du flux, normal a 
)) ce plan, a la temperature en ce point, est le meme a un meme instant 
» quelconque. II est proportionnel a la distance de Torigine a ce plan, en 
)) raison inverse du temps ecoule, et independant de la direction de ce plan. 
» 2*". Les temperatures entre deux plans paralleles quelconques, concus 
» dans le solide indefini et comprenant entre eux Torigine, sont a chaque 
» instant les memes que si on reduisait le solide a la partie comprise entre 
» ces deux plans, et que ses deux faces fussent exposees a Taction de deux 
» milieux a la temperature constante de zero, et tels que pour chacun d'eux 
)) la conductibilite exterieure du solide fut egale a la distance de Forigine a 
)) la face correspondante, multipliee par la chaleur specifique et la densite 
» de la substance, et divisee par le double du temps ecoule. y> 

Je considere ensuite le cas oil rechauffement initial aurait lieu en tous les 
points d'une ligne finie ou infinie, inclinee d'une maniere quelconque sur les 
axes du cristal. 

Les surfaces isothermes ne sont plus des ellipsoides, et leur equation ren- 
ferme une integrale definie dont la valeur ne pent etre exprimee sous forme 
finie. II y a cependant une certaine direction de plans pour laquelle les 
courbes isothermes jouissent d'une propriete qui merite d'etre remarquee, 
et qui pent s'enoncer comme il suit : 

(c Lorsqu'iui corps cristallise indefini a ete primitivement echauffe d'une 
» maniere arbitraire, en tous les points situes sur ime meme droite de lon- 
)) gueur quelconque, les courbes isothermes dans tout plan parallele au plan 
7) conjugue de cette droite dans les ellipsoides principaux seront des ellipses 
» semblables a I'ellipse conjuguee de cette droite, ayant leurs axes paralleles 
» a ceux de cette derniere et leur centre sur cette droite meme. » 

Lorsque la ligne d'echauffement primitif est indefinie, les surfaces iso- 
tlicrmes sont des cylindres dont les aretes sont paralleles a cette ligne, et 
circonscrits au^ ellipsoides principaux dont les centres seraient sur cette 
meme ligne. 

Si Ton introduit de la chaleur en tous les points de la ligne indefinie 
d'echauffement primitif, suivant une loi quelconque, la meme pour chaque 
point, il resulte de la superposition des effets que les surfaces isothermes 
seront encore les memes que lorsque la chaleur nest pas renouvelee. 
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Lorsque la ligne dont il s'agit est un des axes principaux de conductibilite 
du crista!, cet axe est celui des cyUndres isothermes, et leurs bases sont des 
ellipses dont les ojces sont diriges suwant les deuxautres axes principaux du 
cristaly et proportionnels aux racines carrees des conductihilites principales 
correspondantes . 

Dans ]a seconde partie du Memoire, je considere des phenonienes plus 
faciles a realiser et relatifs au mouvement de la chaleur, non plus dans un 
solide indefini, mais dans une plaque d'une petite epaisseur, dont les deux 
surfaces indefinies sont exposees a Taction de deux milieux quelconques, a 
des temperatures donnees arbitrairement. Je considere d'abord le cas oil la 
plaque a ses faces perpendiculaires a un axe principal, et j'etablis cette pre- 
miere proposition : 
, a Lorsqu'une certaine quantite de chaleur a ete introduite dans une partie 
» infiniment petite de la plaque, et s'y propage pendant un temps indefini, 
>) les courbes isothermes sur ses deux faces sont des ellipses dont les axes 
» ont la direction des axes principaux de conductibilite, et sont propor- 
:» tionnels aux racines carrees des conductibilites principales. » 

Si Ton ne se borne pas a une premiere introduction de clialeur, et qu'on 
en ajoute d'une maniere continue, suivant une loi quelconque, les courbes 
isothermes sont encore les memes. 

Cette meme proposition subsistera done encore si cette loi est telle, qu'il 
en resulte au point echauffe une temperature constante ou variable suivant 
une loidonnee. 

Enfin, comme elle est independante du temps, elle se verifiera encore dans 
les temperatures limites que tendent a acquerir les divers points de la plaque^ 
lorsque Vorigine est maintenue a une temperature invariable. 

II resulte de la que si par un procede quelconque, par exemple celui 
qu'a suivi M. Senarmont, Ton determinait les courbes isothermes sur les 
faces de deux plaques indefinies taillees dans un cristal, perpendiculaire- 
ment a deux de ses axes principaux de conductibilite, on connaitrait les 
rapports des trois conductibilites principales de la substance dont il est 
forme. 

On pourrait craindre que nos calculs, se rapportant a des plaques indefi- 
nies dans tous les sens, ne s'appliquassent pas a des plaques limitees. Mais 
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cette observation ne peut s'appliquer qu*aux parties qui avoisinent Je contour 
de la plaque. M. Senarmont a reconnu que partout ailleurs les lignes iso- 
thermes restent les memes, quelque forme que Ton donne a la plaque; elles 
sont done celles que Ton obtiendrait en supposant la plaque indefinie. 

Je considere ensuite le cas general ou les faces de la plaque sont incli- 
nees d*une maniere quelconque sur les axes principaux. J'ai pu traiter ce 
cas, beaucoup moins simple qne le precedent, en etablissant d'abord le theo- 
reme qui suit: 

a Lorsque les conductibilites exterieures des faces de la plaque sont des 
» fbnctions quelconques du temps, les temperatures en chaque point ne 
)> different que par un facteur commun, dependant du temps, de celles que 
» Ton trouverait si les faces avaient des conductibilites nulles, les tempera- 
» tures initiales etant les memes. » 

II resulte de ce theoreme que si on connait les courbes isothermes, 
lorsque les conductibilites exterieures sont representees par certaines fonc- 
tions particulieres du temps, on les connaitra pour tout autres. 

En rapprochant cette consequence du theoreme demontre precedemment 
sur les temperatures des points d'un solide indefini, qui sont compris entre 
deux plans paralleles renfermant le point primitivement echauflfe, on par- 
vient a la proposition suivante : 

« Les courbes isothermes sur les faces d'une plaque quelconque tres-peu 
y> epaisse sont les memes que Ton trouverait, si dans le solide indefini on 
D concevait une plaque dans des circonstances identiques, quant a Tincli- 
» naison de ses faces sur les axes principaux, et la position du centre de 
)) temperature dans I'etat initial. » 

Or le probleme auquel on est ainsi ramene a ete precedemment resolu, et 
il n'y a plus qu'a en faire Tapplication a la question actuelle. 

On en deduit cette premiere proposition : 

« Les courbes isothermes sur chacune des faces de la plaque sont les 
» intersections de ces faces avec les ellipsoides principaux, dont le centre est 
» a I'origine, c'est-a-dire au centre des temperatures initiales. Les centres de 
)> ces courbes sont sur le diametre conjugue du plan parallele aux faces, 
}> mene par le centre. » 

D'oii il resulte que les deux centres des courbes isothermes sur les deux 
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faces ne sont situes sur une meme perpendiciilaire aux &ces, que lorsque 
celles-ci sont perpendiculaires a un des axes principaux de conductibilite. 

Les centres des courbes isothermes ont avec la position des pieds des per- 
pendiculaires abaissees de Torigine sur ces faces, un rapport qui merite 
d'etre remarque. Nous nous bornerons, pour plus de simplicite, au cas oil 
deux des trois axes principaux de conductibilite sont egaux. 

Dansce cas, si par I'origine on mene une perpendiculaire aux faces de la 
plaque et une ligne dans la direction du troisieme axe, le plan de ces deux 
lignes coupera le plan des deux axes egaux suivant un axe principal de 
conductibilite, et renfermera par consequent deux axes principaux. Cela 
pose, sur chaque face de la plaque, le centre des ellipses isothermes sera dans 
tangle compris entre la perpendiculaire et celui de ces deux a^ves qui cor- 
respond a la plus grande conductibilite. 

Une des experiences de M. Senarmont est d'accord avec ce resultat, dans 
le cas oil Taxe inegal est celui de la plus grande conductibilite. II serait a 
desirer qu'il la fit dans le cas inverse oil le resultat est indiquei-d'avance par 
lanalyse. 

Diffusion de la chaleur accumulee dans une portion infiniment petite en 
tous senSy le reste du solide indefini etant a une meme temperature en 
tous ses points. 

1. L'equation generale de la propagation de la chaleur dans un milieu 
homogene dont la conductibilite varie avec la direction, est, en prenant les 
axes de coordonnees dans la direction des axes principaux de conductibilite 
de la substance, 

A, B, G etant les rapports des conductibilites princi pales au produit de la 
densite A de la substance par sa chaleur specifique c. 

Designons par F (^', j', z') la temperature du point dont les coordon- 
nees sont x\ y\ z dans I'etat initial. Dans tout ce qui va suivre, nous sup- 
poserons que la partie primitivement echaufFee soit extremement petite dans 
tous les sens, de sorte que les quantites x\ j', z' puissent etre supposees 
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aussi petites que Ton en aura besoiii pour rendre suffisantes les approxinia- 
tions qui en dependront. Tout le reste du solide indefini a, dans ce pre- 
mier instant, une meme temperature prise pour le zero de Techelle. 
L'integrale generale de Tequation (i) pent se mettre sous la forme 

^n^^simij J J 

ies integrations s'etendant a toute la partie primitivement echauiTee, quelle 
qu'elle soit. 

Or, dans le cas actuel, cette expression peut etre beaucoup simplifiee, en 
choisissant convenablement Torigine des coordonn^esi, et negligeant seule- 
ment les termes de I'ordre des carres des dimensions de rechauffement 
primitif. 

En efFet, Texponentielle developpee suivant les puissances de x\y\z\ au 
moyen de la formule de Maclaurin, devient, en supposant t different de 
zero, sans quoi il &udrait conserver la formule (2), 

I/integrale triple qui entre dans le second membre de Tequation (2) 
sera remplacee par la serie suivante : 

-H-Q////F(^'»/. z')«teV/«?2' + R///2'F(x',/, z')dx'dy'dz' 
-^Sfffx'*F{x',y,z')dx'dydz'-i-.... 

Mais il est possible de prendre une origine des coordonnees, telle que Ton 
ait 

fjjx'v{x\y,z')dx'dydz'=o, jjjy¥[x\y\z')djc^dydz'=^o, 

SJJz'¥{x\y,z^)dr'dydz'^o. 

II suffit, en effet, de choisir le point qui serait le centre de gravite de la 
partie primitivement echauffee, si en chaque point la densite etait propor- 
tionnelle a sa temperature inidale F {x\ y\ z'). Nous designerom, par ana- 
logic, ce point particulier sous le nom de centre de temp^raJture. 
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Prenons dpnc ce centre pour origine, et negligeons les termes qui ren- 
ferment x'^^ j'*, z^^ etc.; la serie precedente se trouvera reduite a son 
premier terme. Faisons, de plus, 

CO designant le volume de la partie primitivement echauffee, et w sa tempe- 
rature moyenne. La formule (2) sera remplacee par la suivante : 



3 _i./*« T* s*\ 



(3) .= ^ 

87r»v^ABC 

et les quantites negligees sont de I'ordre du carre des dimensions de I'echauf- 
fement initial. La formule (3) serait done rigoureusement exacte si ces 
dimensions etaient considerees comme nulles ; elle donne une erreur du se- 
cond ordre, en les supposant. seulement tres-petites. Elle est la meme que 
si la quantite totale de chaleur introduite dans Vetat initial etait reunie 
primitivement au centre de temperature. 

Remarque. — La reduction de Techauffement initial a un seul point, qui 
vient d'etre etablie dans le cas d'un solide indefini dans tous les sens, pent 
etre efFectuee aussi dans celui d'un solide fini, dont la surface est assujettie 
a des conditions quelconques de temperature. Car la chaleur se repandant 
de la meme maniere dans Tun et I'autre cas, a partir de Tetat initial, les 
conditions de la surface, quelles qu'elles soient, devront en modifier sem- 
blablement la diffusion; et par consequent on pourra, dans tous les cas, 
considerer la chaleur primitive comme concentree en un seul point, soit 
qn'il s'agisse d'un corps fini ou indefini. 

2. La premiere consequence que Ton tire de la formule (3), c'est que la 
valeur de v est la meme , au meme instant , en tous les points pour les- 

quels x *^ B "^ r ^ ^^^ meme valeur quelconque , et qui constituent une 
surface ayant pour equation generale x*^b"^C^^^^' ^ ^^^^^ ^"^ co>^- 
stante arbitraire ; ce qui donne la proposition suivante : 

« A une epoque quelconque, les surfaces isothermes foiment une serie 
D continue d'ellipsoides semblables , dont les axes sont diriges suivant les 

'» axes principaux de conductibilite menes par le point primitivement 
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)> echauffe , et sont proportionnels aux racines carrees des conductibilites 
» principales. » 

Je designerai , dans tout le cours de ce Memoire , ces ellipsoides sous le 
nom d' ellipsoides princif mux. Ces ellipsoides deviennent des spheres , si Ton 
a A = B = C. Dans ce cas, la conductibilite moyenne est la meme dans 
tous les sens ; c'est-a-dire que le flux dans toute direction est le meme que 
si la conductibilite etait la meme en tous sens, quoique cependant il 
puisse en etre tout autrement, et que la quantite de chaleur que s'en- 
voient deux molecules, ne soit pas independante de la direction de la 
droite qui les joint. 

La temperature dont sont affectes , a cliaque instant , les points de Tellip- 

/ . x' r* -2* 
soide , ayant pour equation x "^ B "^ C "^ ^*' ^*' d'apres Tequation (3), 



3 _)^ 

/ e ; 



Stt'v'ABC 

et , comme les axei de cet ellipsoide sont proportionnels a A , cette valeur 
de i^ prouve qu'au meme instant les temperatures des ellipsoides isothermes 
sont d*autant moindres que leurs dimensions sont plus grandes. 

Quant a Tepoque du maximum de temperature sur un meme ellipsoide , 
on la trouverait en egalant a zero la derivee de i^ , prise par rapport a t seu- 
lement, A etant considere comme constante. Cette epoque ne sera pas la 
meme pour tous les ellipsoides isothermes, parce que A entrera dans 
la valeur de t. Sa distance a Torigine du lemps est proportioimelle au carre 
de A, ou des axes de ces ellipsoides. 

Cas oil I' on introdiiit continuellement de la chaleur au meme point du 

solide indcfini en tout sens. 

• 

3. Nous avons suppose jusqu'ici que la quantite de chaleur primitivement 
introduite dans une petite portion du solide ne s'y renouvelait pas ; nous 
allons actuellement considerer. le cas oil Ton en verserait continuellement, 
suivant une loi donnee, dans cette meme portion du corps. 

Nous rappellerons d'abord que si, a une epoque quelconque, on introduit 
une certaine quantite de chaleur dans une partie quelconque d'un corps 
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Hni ou indefini, expose a Taction de certains milieux, ou assujetti a certaines 
temperatures fixes dans certaines portions de sa surface, la temperature qu'on 
observera a une epoque quelconque, en un point quelconque du solide, 
resultera de la superposition de deux autres. L'une sera celle que Ton aurait 
observee en ce point, si Ton n*avait pas introduit une nouvelle quantite de 
ehaleur. L'autre sera celle que Ton observerait a la meme epoque en ce 
point, si, au moment ou Ton a fait cette introduction Ton considerait le meme 
solide, ayant la temperature zero en tons ses points, excepte ceux dans les- 
quels on a introduit de la ehaleur, et auxquels on donnera la temperature 
qui en resulte, la temperature des milieux environnants etant maintenue a 
zero, ainsi que celle des parties de la surface qui etaient assujetties a des tem- 
peratures fixes. 

Faisons maintenant Tapplication de ce principe a la question actuelle. 

Concevons le temps partage en intervalles infiniment petits, et, au com- 
mencement de chacun d'eux, introduisons la quantite de ehaleur qui devrait 
etre versee pendant toute la duree de I'intervalle. 

Supposons ensuite que, tout le reste du solide etant d'abord a la tempera- 
ture zero, une quelconque de ces quantites elementaires s'y propage, pen- 
dant un temps egal a celui qui separe Tepoque de son introduction et 
Tepoque que Ton a en vue ; il est clair que la temperature que Ton obser- 
vera a cette epoque en un point quelconque, dans le systeme en question, 
sera la somme de celles que fourniraient en ce point tons les systemes elemen- 
taires dont nous venons de parler. 

Or, dans chacun de ces systemes, la temperature sera la meme en tons les 
points de la surface d'nn ellipsoide dont les axes seront proportionnels aux 
racines carrees des conductibilites prinoipales, et diriges suivant les axes 
principaux menes par Torigine. Done il en sera de meme aussi dans le sys- 
teme qui resulte de la superposition des premiers. D'oii se deduit cette pro- 
position : 

cc Quelle que soit la loi suivant laquelle on introduise de la ehaleur dans 
J) une portion infininibnt petite du solide, les surfaces isothermes seront les 
» memes que si la quantite de ehaleur primitivement introduite n'etait pas 
y) renouvelee. » 

En faisant usage d'une methode generale que j'ai donnee autrefois, on cal- 
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culerait facilement la temperature en un point quelconque apres le temps t. 
Si Ton represente par <p{Q)dQ la quantite designee par (v« dans la for- 
mule (3), et introduite apres le temps d pendant Tintervalle de temps rffl, 
on devra calculer d'abord la temperature au point a:, j, z, apres le temps 
t — 9, en supposant tout ce solide a zero, excepte la partie infiniment petite 
situee a Torigine. On trouvera pour Texpression de cette temperature, en 
faisant usage de la formule (3) , 

StcVABC 
Done la temperature cherchee au point o^, j, z, apres le temps t^ sera 

l..e resultat de cette integration est necessairement une fonction de t et de 

r* y* z* 

Y" H-^ H- 7^; d'oii il suit qu'a une epoque quelconque les sui*faces iso- 

thermes ont pour equation x "*" B "*" tt =constante, comme nous Tavions 
deja demontre. 

Cos oil La temperature serait maintenue la meme dans une portion in- 
finiment petite du solide y ou variable suis^ant une loi donri^e arbitraire, 

4. Si Ton maintient une partie infiniment petite du solide a une tempe- 
rature fixe, tons les autres points, partant de la temperature zero, passeront 
par des etats successifs, pour lesquels il est maintenant facile de determiner 
les surfaces isothermes. 

En effet, il sort a chaque instant de la partie maintenue a une temperature 
fixe, de la chaleur qui se propage dans le reste du solide ; et il est necessaire 
qu'ellesoit exactement remplacee a mesure qu'elle s'echappe, sansquoi la 
temperature ne resterait pas la meme dans cette partie. Nous rentrons done 
dans le cas ou Ton introduit continuellement de la chaleur dans une petite 
partie du solide, et comme la proposition que nous avons obtenue dans ce 
cas est independante de la loi de cette introduction, elle a lieu lorsque cette 
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\o\ est celle qui rendra constante la temperature de la partie que Ton con- 
sidere« D'oii Ton tire cette consequence : 

a Lorsque la temperature est maintenue la m^me dans une partie infi- 
» niment petite du solide, tout le reste etant d'abord a zero, les surfaces 
» isothermes, a une epoque quelconque, seront encore des ellipsoides dont 
» les axes seront diriges suivant les axes principaux de conductibilite menes 
» par Torigine, et proportionnels aux raclnes carrees des conductibilites 
» principales. 

» La meme consequence aura lieu evidemment si Ton introduit la cha- 
» leur de telle sorte qu'il en resulte une loi donnee arbitraire pour la tern- 
» perature dans le voisinage de Torigine. » 

Des courbes isothermes dans unplan quelconque. 

D. La suite continue des points ayant une meme temperature, devant 
se troiiver sur une meme surface isotherme, il s'ensuit que les courbes iso- 
thermes situees dans un plan donne ne seront autre chose que les intersec- 
tions de ce plan avec la serie des ellipsoides isothermes, ayant leurs centres 
au centre de temperature dans I'etat initial. Ces courbes seront done des 
ellipses semblables, ayant pour centre commun le point de rencontre de 
leur plan et du diametre conjugue a la direction de ce plan, dans le systeme 
des ellipsoides. 

Gomme leurs axes passent par toutes les valeurs, depuis zero jusqu'a 
I'infini, il est facile de voir que si, de I'origine on abaisse une perpendicu- 
laire sur le plan, son pied sera sur une de ces ellipses, et, par consequent, 
interieur a toutes les ellipses plus grandes que celle-ci, et exterieur a toutes 
celles qui sont plus petites. 

Diverses proprietes du flux de chaleur. 

6. Le flux de chaleur, rapporte a l' unite de temps et a T unite de surface, 
a generalement pour expression 

ies axes principaux de conductibilite etant pris pour axes des .r, j, z, et a, 6, 7 
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designant les angles formes avec les axes par la direction du flux, ou de la 
normale au plan a travers lequel on considere recoulement de la chaleur. 
Dans le cas que nous considerons, la valeur de v est 









d'oii resulte, en supposant toujours t different de zero, et negligeant les 
earres des dimensions de Teehauffement primitif, 

[^) P = , (a?COS0C -H JCOSb 4-ZCOS7). 

i6Tr»s/ABC 

Si maintenant en un meme point quelconque on donne a Taxe du flux 
toutes les directions possibles, le facteur jrcos a -h.rcos^ 4- zcos^ variera 
seul, et son maximum, qui donnera celui de P, correspondra a la direction 
determinee par les equations suivantes : 

cos a cos 6 COS y 

Gette direction est precisement celle du rayon vecteur mene de Torigine 
au point considere. Et comme elle est independante de la temperature pri- 
mitive de Torigine, elle sera la meme pour tons les systemes partiels des 
temperatures du solide, correspondants a des quantites de chaleur qu'on 
introduirait successivement aForigine, suivant une loi quelconque. Elle sera 
done encore la meme pour le systeme des temperatures resultant de la su- 
perposition des premiers. 

On pent done, relativement a ce systeme general, enoncer la proposition 
siiivante : 

(c Le flux maximum en un point quelconque est toujours dirige suivant 
» le rayon vecteur partant du point primitivement echauffe. » 

Ce qui entraine cette consequence : 

« he flux en un point quelconque est nul suivant toute direction perpen- 
» diculaire au rayon vecteur. » 

Considerons maintenant tons les points pour lesquels le terme 
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.r COS a -h / COS € -H z cos y est constant ; ce seront ceux d'un plan p^r- 
pendiculaire a la direction determinee par les angles a, S, 7^. Si, parmi 

ces points , nous prenons ceux pour lesquels x "'^ "^ "^ T^ ^^^ constant , la 

valeur de P, donnee par la fbrmule (5),*restera evidemment constante pour 
unememe valeur de t\ d'ou resulte U propriete suivante, qui s'applique 
au meme systeme general que les precedentes : 

cc Dans im plan quelconque, le flux normal a ce plan est le meme a 
» chaque instant en tons les points d'une meme courbe isotherme quel- 
» conque. Ce flux est constammeht nul si le plan passe par I'origine. » 

Si Ton divise le flux par la temperature, on trouve 

P cA(xcosa -I-.7COS0 -t-^cosy) 

' V It 

Ce rapport sera done le meme , au meme instant , pour tous les points qui 
satisferont a la condition 

X cos a -f- y cos € -h z cos y =p^ 

p designant une constante arbitraire. Or ces points sont ceux d'un plan 
perpendiculaire a Taxe du flux , et dont la distance a I'origine est p ; on 
peut done enoncer le theoreme suivant : 

« En tout point d'un plan quelconque , le rapport du flux normal a ce 
» plan, a la temperature en ce point, est le meme a un meme instant quel- 
» conque. II est proportionnel a la distance de Torigine a ce plan, en raison 
» inverse du temps ecoule, et independant de la direction de ce plan. » 

Mais cette proposition ne serait pas vraie pour le systeme resultant de la 
-superposition de plusieurs autres correspondants a des quantites de cbaleur 
introduites a I'origine a des epoques differentes ; cela tient a ce que le di- 
viseur t varierait de I'un a I'autre. 

n est bon de remarquer que la quantite p est positive lorsque a , 6 , > 
sont les angles formes avec les axes par la direction de la perpendiculaire, 
en allant de Torigine vers le plan, et que p est negatif si la direction est 
contraire. En convenant done de considerer le flux dans la meme direction 
que la perpendiculaire abaissee de Torigine sur le plan, p sera une quantite 

XXXIP Cahier. 22 
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positive, et ]a formule 

u at 

montre que ce flux sera positif si (^ Test lui-meme, ce qui aura lieu si la 
temperature initiale de Torigine est superieure a zero. Au contraire, le flux 
sera negatif, ou dirige de I'autre cote du plan, si la temperature initiale est 
au-dessous de zero. 

Remarque sur le mouvement de la chaleur dans lapartie du solide comprise 
entre deux plans par alleles indefinis. 

7. Supposons qu'on ait introduit a I'origine une certaine quantite de cha- 
leur qui ne soit pas renouvelee, en considerant le solide indefini traverse par 
un plan de direction quelconque, a une distance/? de Torigine. 

Le rapport du flux a la temperature en chaque point de ce plan etant 

egal a ^— ^ > et dirige du cote du plan qui est oppose a Torigine en suppo- 

sant if positif, ce qui aura lieu si la temperature moyenne initiale w est posi- 
tive, il s'ensuit que Faction de la partie du solide qui est au dela de ce plan, 
pour rait etre remplacee a chaque instant par celle d'un fluide a la tempera- 
ture zero, et tel que la conductibilite exterieure serait egale a — ^z 

Si maintenant nous concevons de Tautre cote de Torigine et a une distance 
/?, un plan parallele au premier, on pourrait semblablement supprimer la 
partie indefinie du solide, situee au dela de ce plan, pourvu qu'on la rem- 

place par un milieu a zero, tel que la conductibilite exterieure fut ~~ • 

Ainsi les temperatures entre deux plans paralleles quelconques, concus 
dans le solide indefini et comprenant entre eux I'origine, sont a cliaque 
instant les memes que si on reduisait le solide a la partie comprise entre 
ces deux plans, et que ses deux faces fussent exposees a taction de deux 
milieux a la temperature constante de zero, et tels que pour chacun deux 
la conductibilite exterieure du solide Jut egale a la distance de I'origine a 
la face correspondante, mukipliee par la chaleur specijique et la densite 
de la substance, et dii^isee par le double du temps ecoule. 

Ce theoreme nous sera tres-utile par la suite. On voit qu'il n'est pas d'une 
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application immediate, ni facile a realiser, puisqu'il suppose des conducti- 
biiites variables avec le temps. 

Diffusion dc la c/ialeur dans un cristal indefini^ dont techauffement 
primitif a lieu suivant une droite, finie ou injinie, dans une direction 
quelconque, 

8. Soient {Jig. i) BB' = 2l\sL ligne primitivement echaufFee; AX, AY, 



'A'- »•) 




AZ les axes principaux de conductibilite menes par le milieu A de BB'; 
a, 6, > les angles que cette ligne fait avec les axes. Considerons en un point 
quelconque N de BB', un element du de cette ligne. Soient co la section droite 
de rechaufTement initial, v la temperature moyenne de cette section, i^ la 
temperature au point M, ayant pour coordonnees x, j, s; w la coordonnee 
AN, comptee dans la direction AB. 

L'element a>du de Techauffement initial donnera en M apres. le temps ^, 
d'apres la formule (4), une temperature if\ representee par I'expression sui- 
vante : 



SttVABC 
_ , cos' a cos' 6 

ou, en posant — — 

X- y« z' 



B 



cos' y 1 or. cos a 

— w 



r cos S ^ cos y 
""B ~ "^ "C~ 



= n. 



I (»>vdu — 7- (m* B» — 1 iiu -h /») ♦ 

V = — ^ t ^ e ^^ 



Str'v^ABC 



a2. 
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Pour avoir la temperature du point M, il faut faire la sorame des valeurs 
de t'', relatives a tous les elements de BB', en considerant i; comme pouvant 
varier avee u ; on trouvera ainsi 



X 



V — 


(lit ■ ■■» 


■/ .rf«e-4^^'"'"*-""''"''^ 




» • 
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/ 



(6) 



expression que Ton aurait pu deduire directement de la formule ge- 
nerale (2). 
Remplacant 

mrvr — inu-^o par nr iu -A H-/?-^— j» 

il vient 



_3 n'^pm* r%l 
^= ' s / V 

SttVABC /^^ 



due 4'V mV 



Soit V =z (p{u)^ et posons u i = C? ^^ valeur de i^ deviendra 

Stt^v'ABC / „ A"* "»/ ^ 

(p(^-f-A)* '^' ^C=4{'*)> J^* surfaces iso- 

m* 

thermes aiiront pour equation g^nerale 

(^) e 4""\ 4 (/i) = constante. • 



Propriete particuliere des surfaces isothermes. 

9. Supposons le cas le plus general oil rechaufTement Jineaire initial a 
une etendue finie BB' {Jig. 2), et varie arbitrairement dam cette etendue. 
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Les temperatures du . solide a chaque instant sont alors representees par la 
formule (7). 

Soit M un point quelconque du solide; menons par ce point un plan 
parallele au plan diametral conjugue de la direction BB' dans les ellipsoides 
princi'paux ; et eonsiderons celui de ces ellipsoides qui a son centre en un 
point quelconque N de BB' et passe par M. II sera a chaque instant une sur- 
face isGtherme, quant a la diffusion de la chaleur initiale qui existait dans 
r element infiniment petit situe en N. Done, en ne tenant compte que de 
cette portion dela chaleur initiale, on trouvera. a chaque instant une menie 
temperg^ture en tons les points de la section MM' de cet ellipsoide par le plan 
mene par M, Cette section etant conjuguee du diametre BB' a son centre sur 
cette ligne, et sera la meme, quelque part que soit situe le point N sur la 
direction BB'; car tons les ellipsoides, analogues a celui que nous avons consi- 
dere, seront semblables et auront leurs axes paralleles : d'ou il suit que leurs 
intersections avec le plan mene par M seront toutes semblables, et auront 
leurs lignes homolbgues paralleles. De plus, la direction BB' etant celle du 
diametre conjugue de ce plan pour tons les ellipsoides, le centre de toutes 
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les sections se trouvera au point O oil BB' perce leur plan; d'oii il suit enfin 
que tbutes celles de ces courbes d'intersection qui passeront par un menie 
point M se confondront. 

Or, puisque apres un temps quelconque, un element quelconque de BB' 
determine une egale temperature en tous les points de la courbe MM', et que 
d'ailleurs il faut, pour avoir la temperature effective d'un point du solide, 
faire la somme de toutes celles qui resulteraient des divers elements de Te- 
chauffement primitif, il s'ensuit que tous les points de la courbe MM' auront 
une meme temperature a une epoque quelconque ; ce qui donne le theoreme 
suivant ': 

« Lorsqu'un corps cristallise indefini a ete primitivement echauffe d'une 
n maniere arbitraire en tous les points situes sur une meme droite, de lon- 
» i'ueur quelconque, les courbes isothermes dans un plan quelconque paral- 
)) lele au plan conjugue de cette droite dans les ellipsoides principaux seront 
» (les ellipses semblables a Tellipse conjuguee de cette droite, ayant leurs 
)) axes paralleles a ceux de cette derniere, et leurs centres sur cette droite 
» meme. :» 

iVinsi, quelle que soit la longueur de la droite primitivement echauffee, et 
la loi de ses temperatures, les surfaces isothermes jouiront de la propriete 
d'etre Qoupees suivant des ellipses semblables par un certain systeme de plans 
paralleles. 

Gette propriete remarquable pent encore etre demontree simplement par 
1 'analyse au moyen de la formule ( 7 ) . 

En effet, la valeur de i^ ou de la temperature du point dont les coordon- 
nees sont x, j, z, restera la meme pour toutes les valeurs de a:, j, z qui ren- 
dront n et p constants. Soient g, g' deux constantes quelconques; la tem- 
perature sera done la meme en tous les points qui satisferont aux deux 
equatipns 



XCOS 



a .r cos b z cos 7 . 



A ^ B ■ C 



A-^¥ + c=^- 

La seconde repr^sente tous les ellipsoides principaux relatifs a Torigine ; 
la premiere, tous les plans paralleles au plan diametral conjugue du diametre 



SUR LA PROPAGATION DE LA CHALEUR DANS LES CRISTAUX. I JT) 

(le ces ellipsoides, qui fait avec les axes les angles a, 6, y, e"t dont la direc- 
tion se confond par consequent avec BB'. 

On retombe done ainsi sur la proposition deja demontree. 

Cos oil la ligne d ecliauffemenZ primitif est indefinie darts les deux sens, 
et a la meme temperature en tous ses points. 

10. Dans ce cas, I'integrale definie qui entre dans la fonnule ( 7) se rc- 
duit a .. 



m w 




coyt** 





ce qui donne 

4/w7rvABC 

L' equation generale des surfaces isothermes sera 

n^ — pm^ = Qo 

C, designant une constante arbitraire; ces surfaces sont des cylindres ellip- 
tiques. 

Mais au lieu de les discuter d'apres leur equation, il sera plus simple de 
faire usage de la propriete precedemment demontree. 

D'abord il est evident que tous les points d'une meme parallele a BB^ etant 
dans les memes circonstances relativement a Tecbauffement initial, auront 
a chaque instant la meme temperature ; ainsi les surfaces isothermes seront 
des cylindres paralleles a BB'. De plus, on sait que les courbes isothermes 
sur les plans paralleles au plan conjugue de BB' sont les sections faites par ces 
plans dans tous les ellipsoides isothermes ayant leurs centres a Torigine, 
c'est-a-dire en un point quelconque BB\ 

Done les surfaces isothermes sont les cylindres paralleles a BB' et passant 
par ces courbes, ou encore les cylindres paralleles a BB' et -circonscrits a 
tous les ellipsoides isothermes ayant leurs centres sur BB'. 

On reconnaitrait facilement que Tequation generale de ces cylindres est 
precisement 
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Connaissant leS surfaces isothermes, on aura facilenient les courbes d'egale 

4 

temperature sur des. plans quelconques. Ce seront les ellipses semblables 
suivant lesquelles ces plans couperont la serie des cylindres isothermes. 

Si la ligne indefinie suivant laquelle a lieu rechauffement.primitif se 
eonfondait avec un des axes principaux, par exemple celui des :;, Ja for- 
niule (9) se simplifierait. On aurait alors 

J 1 z ' 

et, par suite, 

On parviendrait directement a ce meine resultat en partant de la for- 
mule (2) et y supposant la fonction independante de z. 

Si maintenant on suppose que Ton introduise d'une maniere continue de 
la chaleur dans Tetendue indefinie de la ligne BB', suivant une loi arbitraire, 
inais la meme en chaque point, des raisonnements semblables a ceux que 
nous avons faits dans le cas d'un centre unique d'echaufFement condui- 
raient a la proposition suivante : 

<c Lorsque dans un cristal indefini en tons sens et a.la temperature zero, 
)) Ton introduit de la chaleur en tons les points d'une droite quelconque 
» indefinie suivant une meme loi arbitrair-e , ou lorsque. Ton assujettit la 
)) temperature de tous les points de cette droite a une meme valeur, con- 
» stante ou variable suivant une loi quelconque, les surfaces isothermes 
)) forment a chaque instant une serie continue de surfaces cylindriques, 
' y> circonscrites aux ellipsbides principaux* ayant leurs centres sur cette 
)> droite. 

)) Dans ce cas, la ligne d'echaufFement serait un axe principal de coim^i^"- 
)) tibilite du cristal; cet axe serait celui des cylindres isothermes, et leurs 
» bases seraient des ellipses dont les axes seraient diriges suivant les deux 
» autres axe^ du cristal, et proportionnels aux racines carrees des conduc- 
» tibilites principales correspondantes. » 
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DE LA PROPAGATION DE LA CHALEUa DANS DNE PLAQUE D LWE TRES-PETITE ^PAISSEUR, 
INCLIN^E d'uNE MANIERE QL'ELCONQUE SLR LES AXES PRtNCIPAlX. 



Propagation de la chaleur dans une plaque dune tres-petite epaisseur 
dont les faces sont perpendiculaires a tun des a^es principaux . 

1 1 . Supposons maintenant, au lieu d'un solide indefini dans tous les sens, 
une plaque indeBnie d'une tres-petite epaisseur; et considerons d'abord le 
cas le plus simple, celui oil elle est perpendiculaire a Tun des trois axes prin- 
cipaux de la substance. Sa surface est en contact des deux cotes avec des 
milieux quelconques, a des temperatures constantes ^, ^'; et les conducti- 
bilites exterieures relatives a ces milieux ont des valeurs differentes quel- 
conques H, H^ La plaque a ete exposee a Taction seule de ces milieux pen- 
dant un temps assez considerable pour etre parvenue a un etat invariable. 

Si nous supposons I'epaisseur g de la plaque assez petite pour que la 
temperature soit sensiblement la meme en tous les points d'une meme 
perpendiculaire a ses faces, cette temperature invariable aura pour valeur 

H-hH' 

Nous compterons, pour plus de commodite, les temperatures v a partir de 
cette valeur particuliere, qui se trouvera prise pour le zero de Techelle. 
Nous prendrons pour axe des z la perpendiculaire aux faces, qui passe par 
le point primitivement echauffe; et pour axes des x et j, les directions des 
deux autres axes principaux de conductibilite de la substance. 

Designons par h la demi-somme de H et H' divisee par le produit de la 
densite de la substance par sa chaleur specifique; I'equation difFerentielle a 
laquelle on parviendra facilement est la suivante : 

^ ' dt dx^ dj^ i 

Pour I'integrer, nous poserons d'abord 

-JLh 

t 

i^ =z e ' ?/, 
A'XXII* Cahicr. 23 
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ce qui donnera 

■dt = ^d^^'^^^*' 

Kn raisonnant comme precedemment, on trouverait 

4irv^AB 

N etant le produit de la temperature initiale moyenne par la section de Te- 
chaufFement primitif avec une des faces de la plaque; il en resultera 

(II) .^^^-^-^r^'U-Fj. 

On reconnait immediatement, d'apres cette formule, que a quelles que soient 
» les conductibilites exterieures, les courbes isothermes sont des ellipses 
D dont les axes ont la direction des axes principaux de conductibilite, et 
» sont proportionnels aux racines carrees des conductibilites principales. » 
11 faut remarquer, toutefois, que quoique ces courbes soient les memes 
que les intersections du plan ^principal et des ellipsoides principaux, les 
temperatures ne sont pas pour cela les memes en chaque point de la plaque 
qu'elles seraient aux memes points si la chaleur se propageait dans les trois 
dimensions. La valeur absolue des temperatures depend, dans ce dernier 
cas, des trois conductibilites principales ; tandis que, dans le cas de la plaque, 
elle ne depend que de la conductibilite exterieure et des deux conductibilites 
relatives aux axes situes dans son plan. Mais les rapports des temperatures 
sont les memes dans les deux cas. 

Cos oil ton introduirait continuellement de la chaleur dans un meme point 

d'une plaque indefinie. 

12. Considerons maintenant une plaque indefinie, et supposons de meme 
que dans une portion inRniment petite on introduise continuellement de la 
chaleur, suivant une loi quelconque. 11 faudra, pour avoir la temperature 
en un point quelconque ^ une epoque quelconque, faire la somme des tem- 
peratures que Ton observerait en ce point dans une infinite de systemes par- 
tiels. Ces divers systemes se rapporteront effectivement aux quantit^s de 
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chaleur introduites pendant les intervalles infiniment petits dans lesquels on 
decomposera le temps t, qui se propageront depuis le moment de leur intro- 
duction jusqu a Tepoque determinee par t^ dans la plaque, partant de la 
temperature zero et exposee a Faction du milieu a zero. Or, dans tous ces 
systemes, les surfaces isothermes sont les memes, comme nous Tavons vu. 
EUes seront done encore les memes dans Tetat resultant de leur superposi- 
tion. D'ou se tire cette consequence: 

ff Quelle que soit la loi suivant laquelle on introduise de la chaleur dans 
» une portion infiniment petite d'une plaque taillee perpendiculairement a 
» Tun des axes principaux, et exposee a Taction de milieux quelconques, les 
» courbes isothermes seront a chaque instant des ellipses semblables ayant 
» leurs axes diriges suivant les axes principaux de conductibilite, et propor- 
» tionnels aux racines carrees des conductibilites principales. » 

Cette consequence etant independante de la loi suivant laquelle on intro- 
duit la chaleur dans le voisinage de Torigine, on pent supposer que cette loi 
soit telle qu'il en resulte une temperature donnee arbitraire a Torigine, et, 
par consequent : 

« Les courbes isothermes sont encore les memes lorsque les points infi- 
» niment voisins de Torigine sont maintenus a une temperature constante, 
» ou meme a une temperature representee par une fonction quelconque du 
» temps. » 

II resulte de la un moyen tres-simple de determiner les rapports des trois 
cx)nductibilites principales d'une substance constituee comme celles que 
nous considerons ici. On taillera une plaque mince perpendiculaire a Tun 
des trois axes principaux, et Ton echauffera d'une maniere quelconque un 
de ses points, apres avoir reconvert d'un enduit fusible ses deux faces, ou 
Tune des deux seulement. C'est le procede suivi par M. Senarmont pour 
determiner la forme des lignes isothermes. La ligne de separation de la 
partie fondue et de la partie encore solide de cet enduit sera a chaque 
instant une courbe isotherme, et le carre du rapport de ses axes sera le 
rapport des deux conductibilites principales correspondantes ; car, comme 
Texperience le lui a demontre, ces courbes sont independantes de la maniere 
dont la plaque est tefminee, excepte pour les points voisins de son contour: 
elles sont done celles que Ton observerait sur une plaque indefinie. 

23. 
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On taillera ensuite une seconde plaque perpendiculaire a un autre axe 
principal, et on connaitra semblablement le rapport Jie la troisieme eonduc- 
tibilite a Tune des deux premieres. Connaissant ainsi les rapports des trois 
conductibilites principales, on en obtiendra une verification en operant de 
la meme maniere sur une nouvelle plaque perpendiculaire au troisieme axe 
principal. 

Propagation de li cJialeur dans une plaque inclinee d*une maniere 
quelconque sur les axes principaux. 

13. Nous allons considerer maintenant le cas le plus general, celui oil les 
faces de la plaque seraient inclinees d'une maniere quelconque sur les trois 
axes principaux. 

Nous choisirons pour axe des z une perpendiculaire a ces faces. Alors 
Texpression des flux X, Y paralleles aux axes des a: et j ne sera plus anssi 
simple que dans le cas precedent, oil ces directions coincidaient avec celles 
des axes principaux de conductibilite. On aura pour X et Y des expres- 
sions de la forme 



y.= _(D'| + B'| + F|). 



Considerons maintenant un parallelipipede rectangle ayant pour hauteur 

Tepaisseur tres-petite g de la plaque, et ses bases situees sur les faces de la 

plaque et ayant pour cotes deux longueurs extremement petites a, €. Soient 

H^, Hj les conductibilites exterieures de la substance relativement aux 

milieux en contact avec ses faces. Les quantites de chaleur qui dans le temps 

dt sortent du parallelipipede par les deux faces en contact avec les milieux a 

zero, seront 

ccCH^vdt et aCH^vdt; 

car la temperature ne pent varier que d'une quantite insensible, d'une face 
a Tautre; ce qui n'empeche pas que les derivees par rapport a z^aient des 
valeurs finies. £n retranchant ces deux quantites de 1^ quantite de chaleur 
accumulee par le passage a travers les quatre autres faces du parallelipipede, 
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on aura raccroissement qu'a subi dans le temps dt la quantite de chaleur 
renfermee dans ce volume. En la divisant par uQsdt^ et par le produit de la 
chaleur specifique c par la densite A de la substance, le resultat sera egal a 

-J- 9 et posant, pour abreger, 

on obtiendra Tequation suivante: 

II s'agit de determiner une fonction de .r, j, z, ^ qui satisfasse a cette equa- 
tion, et qui pour ^ = o se reduise a une fonction donnee de a;, /, z pour 
tons les points appartenant a la plaque. La question est, comme on le voit, 
beaucoup plus difficile que la precedente. 

Nous allons voir comment il est possible de la ramener au cas de la diffu- 
sion de la chaleur dans un solide indefini, quant a Tobjet principal que nous 
nous proposons ici, qui est la determination des lignes isothermes. 

Comment le cas general de la plaque se ramene a celui du solide indefini. 

14. Supposons que les conductibilites H^ , H^ varient avec le temps dune 
nianiere arbitraire, et que par consequent — soit une fonction quelconque 
du temps, (p{t). L' equation (12) sera changee en celle-ci, 



Posons 

-J ?in^' 
V = ue ^ '. ' 

t^ etant la valeur de t pour laquelle on donne les temperatures de tous les 
points de la plaque. La valeur de u sera la meme que celle de p pour t = t^^\ 
elle est done connue; nous la representerons par F (.r, j, z). 

La substitution de la valeur precedente de p dans Tequation (i 3f conduit 
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a la suivante : 

Or cette equation est celle que Ton trouverait si les faces de la plaque avaient 
une conductibilite exterieure nulle, et que u designat la temperature. D*ou 
resulte la proposition suivante : 

<c Lorsque les conductibilites exterieures des faces de la plaque sont des 
)) fonctions quelconques du temps, les temperatures en chaque point ne 
)> diflferent que par un facteur commun, dependant du temps, de celles que 
)> Ton trouverait si les faces avaient des conductibilites nuUes, et que les 
» temperatures initial es fussent les memes. » 

II suit de la que les courbes isothermes sur les deux faces sont les memes 
dans Tun et Tautre cas, et que, par consequent, si on les cormait en prenant 
pour les conductibilites exterieures certaines fonctions particulieres du 
temps, on les cormaitra pour toutes les autres. 

Ceh pose, considerons une plaque dont les points, situes dans une tres- 
petite partie, ont ete eleves d'abord a une certaine temperature, tous les 
autres etant a la temperature zero. Soient p et p^ les distances du centre de 
temperature a chacune des deux faces. Concevons ensuite, dans le solide 
indefini, deux plans paralleles a une distance /; -|-/?^ Tun de I'autre, et 
inclines sur les axes principaux comme le sont les faces de la plaque ; pre- 
nons entre ces deux plans un point qui en soit distant respectivement des 
quantites /?, /?, ; introduisons-y la meme quantite de chaleur qu*au point cor- 
respondant de la plaque, tous les autres points du solide indefini etant a 
zero. Les temperatures des points du solide situes entre ces deux plans 
seront les memes que si on enlevait tout le reste du solide, et que les deux 
faces de la plaque restante fussent exposees a Taction de milieux, par rapport 

auxquels les conductibilites exterieures seraient respectivement ^-^ et ^— ^*. 

Or nous avons demontre que les rapports des temperatures des divers 
points d'uue plaque, a une epoque quelconque, etaient independants des 
fonctions du temps qui expriment les conductibilites exterieures. Done ces 
rapports seront les memes que pour les points correspondants de la plaque 
proposed : d'oii se deduit deja cette consequence, que les surfaces ou courbes 
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isothermes sont les memes dans les deux plaques. On peut done enoncer 
eette proposition : 

a Les courbes isothermes sur les faces d'une plaque tres-peu epaisse, 
)) dont une portion tres-petite a ete primitivement elevee au-dessus de la 
» temperature des deux milieux exterieurs, sont les memes que Ton trouve- 
» rait si dans le solide indefini on concevait une plaque dans des circon- 
M stances identiques quant a Finclinaison de ses faces sur les axes princi- 
)> paux, et la position du centre de temperature dans Tetat initial. j> 

Or le probleme auquel on est ainsi ramene a ete resolu precedemment, et 
il ne nous reste qu'a en faire Tapplication a la question actuelle. 

Forme et position des courbes isothermes sur les faces d'une plaque 
quelconque, dans laquelle on introduit de la chaleur au meme point 
suu^ant une hi arbitrage. 

15. Soit O {Jig. 3) le centre de temperature dans Tetat primitif de la 



{fig- 3.) 




plaque, dont une tres-petite partie est a une temperature difFerente de ccUe 
du milieu environnant, qui est prise pour le zero de Techelle ; et supposons 
d'abord qu'on n'y introduise pas de nouvelles quantites de chaleur. Menons 
par le point O une perpendiculaire aux deux faces, et soient A et A' les 
points oil elle les perce. Soient OX, OY, OZ les directions des axes princi- 
paux de conductibilite de la substance, qui perceront par exemple en LMN 
la &ce superieure de la plaque. Les surfaces isothermes dans le solide inde- 
fini seraient les ellipsoides principaux. Ces ellipsoides couperaient les plans 
des deux faces suivant des courbes d'egale temperature; et comme les rap- 
ports des temperatures sont les memes dans la plaque donnee, qu'elles y 
seraient si on prolongeait indefmiment le solide des deux cotes, il s'ensuit 



1 84 MEMOIRE 

que, dans cette plaque^ les courbes d'egale temperature sur ses deux faces 
sorit aussi les intersections des plans de ces faces par les ellipsoides prin-. 
cipaux. 

Or, quand un systeme d'ellipsoides dont le centre et la direction des axes 
coincident est coupe par un plan, le centre commun des ellipses d'intersection 
est sur le diaraetre conjugue du plan parallele au premier, mene par le centre 
des ellipsoides. Done, si nous conceuons par le centre O des ellipsoides un 
plan parallele a LMN, et que le diametre conjugue de ce plan perce en I le 
plan LMN, le point I sera le centre des ellipses isothermes, sur la face 
LMN. Ce diametre, prolonge jusqua la secondeface de la plaque, y deter- 
ininera le centre V des ellipses isothermes sur cette secondeface. 

La direction et le rapport des axes de ces ellipses dependent des incli- 
naisons des faces de la plaque sur les axes principaux de conductibilite, mais 
non du temps ni de la temperature initiale ; ces courbes resteraient done les 
memes si Ton introduisait successivement de la chaleur a Torigine, suivant 
une loi arbitraire. 

La theorie connue des surfaces du second degre nous apprend d'abord 
que les points I, I' ne peuvent se confondre avec A, A' que lorsque A A' est 
dans la direction d'un des axes des ellipsoides. D'oii se tire cette conse- 
quence, applicable au cas general precedemment indique : 

cc Les deux centres des ellipses isothermes sur les deux faces de la plaque 
^> ne peuvent etre sur une meme perpendiculaire a ces faces que lorsque 
» ces faces sont perpendiculaires a un axe principal de conductibilite. » 

La position des centres I, T est completement determinee par la condition 
de se trouver sur le diametre conjugue de la direction des faces de la plaque, 
mene par le centre des temperatures initiales. Les rapports de position 
qu'ils peuvent avoir avec les points A et A' sont done aussi entierement de- 
termines, et nous abandonnons au lecteur toutes les discussions de detail 
auxquelles ils peuvent donner lieu. Nous nous bornerons a quelques re- 
marques sur le cas simple ou deux axes de conductibilite seraient egaux, par 
exempleceux que nous avons desigries par OX, OY. Les ellipsoides iso- 
thermes seront alors de revolution autour de Taxe OZ ; les deux autres axes 
peuvent avoir une infinite de positions dans le plan perpendiculaire; et 
pour plus de simplicite, nous choisirons celle qui place la perpendiculaire 



SUR LA PROPAGATION DE LA CHALEUR DANS LES CRISTAUX. 1 85 

A A' dans le plan ZX. Les plans des faces seront paralleles a OY; le point M 

sera a rinfini, et le plan de la face superieure sera determine par sa face UV. 

Soit CKD {fig. 4 ) Tellipse d' intersection du plan ZX avec un des ellip- 



{fh 




soides isothermes, et qui engendrerait cet ellipsoide, en tournant autour de 
OZ. On aura le diametre conjugue a la direction des faces, en cherchant le 
diametre conjugue de la direction NL dans Tellipse CKD ; et son point de 
rencontre avec NL donnera le centre I des ellipses isothermes. Or il est facile 
de determiner d'abord de quel cote il se trouvera du point A ; il y a pour 
cela deux cas a distinguer : 

1^. Soit OC < OD. Designons par a Tangle NLO, et par «' celiii que. 
fait le diametre conjugue avec I'axe des x positifs ; on aura, d'apres la theo- 
rie de I'ellipse, 



tang a tang a' = — ^ > i 



Or 
done 



tang a tang AOL = i ; 

tang a' > tang AOL, et, par suite, a' > AOF.. 
Done le point I est entre A et N. 

2^. Soit maintenant OC > OD; il eh resultera 

tang a < tang AOL, . «' < AOL, 
et le point I sera entre L et A. 

XXXir Cahier. 



24 
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Ces deux resultats peuvent etre renfermes dans un enonce .tres-simple : 
Si du centre d'echaufTement initial, on mene une perpendiculaire sur les 
faces, et une ligne dans la direction dn troisieme axe de conductibilite du 
eristal, le plan de ces deux lignes contiendra deux axes principaux de con- 
ductibilite de la substance. Gela pose, le centre des courbes isothermes sur 
une face quelconque du cristal sera toujours dans I' angle aigu forme par 
la perpendicaXaire aux faces, et celui des deux axes qui correspond a la 
phis grande conductibilite. 

Point dont la temperature est la plus grande sur cluujue fax^e. 

Les ellipsoides isothermes dans un solide indefini ayant au meme instant 
des temperatures d*autant plus faibles que leurs axes sont plus grands, il 
s'ensuit que le point d'un plan donne, qui a. la temperature la plus elevee, 
est celui qui appartient au plus petit ellipsoide isotherme qui rencontre ce 
. plan. G'est done le point commun a ce plan et a Tellipsoide qui lui serait 
tangent. Ce point etant sur le diametre conjugue de la direction du plan, est 
done le centre des ellipses isothermes dans ce plan ; et »comme les courbes 
Isothermes sur les faces d'une plaque sont les memes que si cette plaque fai- 
sait partie du solide indefini, on pent enoncer la proposition suivante: 

Le point le plus echauffey a un instant quelconque sur chaqueface dune 
.plaque, est le centre des ellipses isothermes sur cette face. 

Comme d'ailleurs nous avons prouve que les epoques du maximum de 
temperature sur les divers ellipsoides isothermes s'eloignaient proportion- 
nellement au carre de leurs dimensions, bn pent encore remarquer que le 
centre des ellipses isothermes est aussi le point qui atteint le premier son 
mavimum. de temperature. 

Expression des temperatures des differents points de la plaque. 

Nous avons demontre jusqu'ici di verses proprietes importantes des tem- 

* peratures de la plaque ; mais nous n avons pas donne la formule qui les re- 

presente ^ chaque instant pour tous les points. C'.est ce que nous allons fiure 

maintenant en nous appuyant sur quelques«unes des propositions qui 
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viennent d'etre etablies; car le caleul direct de*ces t«nperatures offrirait 
quelque difficulte. 

Designons par V la temperature dans la plaque proposee, en supposant sa 
conductibilite exterieure nulle ; par v la temperature qu'on y observe d'apres 
les donnees reelles, les conductibilites de ses faces etant H, et Hg, et posons 

Hi -H Hj , 

Enfin soit v^ la temperature qu'on y obserTerait si elle feisait partie d'un 

solide indefiniy auquel cas la fonction (p (t) de Tequation (i 3) serait. ---• Sup- 

posons que les trois fonctions t^, i^,, V soient egales, non pas precisement 
pour t = Oj mais pour urie valeur tres-petite t^, afin d'eviter les embarras 
qui proviendraient de la valeur zero, que nous avons toujours exclue dans 
nos approximations. II est Evident d'ailleurs que, les temperatures variant 
peu dans le temps tres-court t^] il n'en resultera pas d'erreur sensible dans 
les resultats, oil Ton pourra d'ailleurs supposer que t^ decroisse autant qu'on 
le voudra. 

. Cela pose, d'apres le theoreme que nous avons demontfe pour la reduc- 
tion du cas des conductibilites exterieures quelconques, au cas oil elles sont 
nuUes, nous aurons 

done, en eliminant V, 

Substituant a if^ la valeur donnee par la formule (3), et representant par M ie 
coefficient constant, dans lequel entrera t^^ nous, aurons pour Texpression 
des temperatures cherchees, 

(l5) 'i;:=:M.rT*% i'U^B. C)^ 

II ne faut pas oublier que les coordonnees x^ j, z sont comptees sur les axes 

principaux de conductibilite qui passent par le centre de temperature de 

24. 
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Tetat initial, et par rapport auxquels la plaque peut avoir une position arbi- 
traire. 

Gette formule represente sensiblement les temperatures de la plaque a 
chaque instant; mais elle ne satisfait pas pour cela aux equations difieren- 
tielles auxquelles la formule exacte serait tenue de satisfaire. 

On tirerait facilement de I'equation (i5) les resultats deja obtenus et 
fondes d'ailleurs sur les memes considerations premieres. 

Ainsi, par exemple, on reconnait immediatement que de tous les points 
d'une face de la place, celui qui a la plus forte temperature a une epoque 

quelconque est celui qui rend x ^ B "^ C P^"^ P^*^* possible. G'est done 
le point de contact de cette face avec Tellipsoide principal qui lui est tan- 
gent. Oil voit aussi facilement que ce meme point est le centre de toutes 
les ellipses isotheiines de cette face a une epoque quelconque. 

II est facile de verifier la formule (i 5), dans le cas que npus avons calcule 
directement, oil la plaque est taillee perpendiculairement a un des axes prin- 
cipaux. Supposons, par exemple, que cet axe soit celui des z; alors la 
quantite z etant tres-petite, on peut la supposer egale a zero sans alterer sen- 
siblement les valeurs de ^, et Ton obtiendra 

formule qui coincide avec Tequation (i i), comme cela devait etre. . 



NOTE 

SOR 

LA SIMILITUDE EN MECANIQUE; 

Par M. J. BERTRAND. 



Galilee examine, dans un de ses Dialogues, une question qui doit en effet 
se presenter a I'esprit de tons eeux qui commencent Tetude de la mecanique : 
Comment se fait-il que tant de machines qui reussissent en petit deviennent 
impraticables sur une plus grande echelle? S'il est vrai que la geometrie 
soit la base de la mecanique, de meme que les dimensions plus ou moins 
grandes ne changent pas les proprietes des triangles des cercles ou des cones, 
de meme une grande machine entierement conforme a une autre pkis petite 
semblerait devoir reussir dans les memes circonstances et resister aux memes 
causes de destruction. Galilee traite cette question au point de vue de Te- 
quilibre et de la resistance des materiaux, et il ne lui est pas difficile de 
montrer, par de nombreux exemples, que la resistance d'un systeme sotide 
n'est pas proportionnelle a ses dimensions. 

Newton, dans le livre des Principes, a ete beaucoup plus loin ; il a donne 
la condition necessaire et suffisante pour que deux systemes semblables au 
point de vue geometrique le soient aussi au point de vue mecanique, c'est- 
a-dire pour que non-seulement les lignes de Tun des systemes, mais encore 
les temps, les forces et les masses, aient et conservent un rapport constant 
avec les elements homologues de I'autre systeme. J'avoue que ce theoreme 
de Newton, qui n'a ete reproduit a ma connaissance dans aucun Traite de 
mecanique, me parait devoir etre mis au nombre des principes les plus 
feconds et les plus simples de la sciencie : on verra dans cette Note que la 
plupart des theoremes les plus importants de la dynamique peuvent en etre 
regardes comme de simples corollaires; on pent aussi y voir Torigine de 
theoremes tres-importants dus a Fourier et a M . Gauchy. 
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Le theoreme de Newton est enance. par lui de la niaiiiere. suivante : 
.« Si deux systemes semblables de corps spnt composes tfun nombre egal 
» de particules, ^t que les particules correspondantes soient respectivement 
)) semblables et prpportiomielles dans les deux systemes^ qu'^Ues soient 
)) posee^ de m^me entre elles et qu'elles aient urie raison donnee de densite, 
»' qu'elles commencent k se mod voir semblablement dans des temps propor- 
» tiontiels, et qu'enfin les forces acceUrdtrices correspondantes soient inver- 
» sement comme le diametre des particules et directement icomme le carre 
» des vitesses, les particules continueront a se mouvoir de la meme itianiere 
)> dans des temps proportion nels. » 

Ce theoreme constitue une veritable theorie de la similitude en meca- 
nique ; on voit qu'un systeme quelconque etant donne, il existe un nombre 
infini de systemes possibles que Ton peut regalrder comme semblables a 
celui-la, et qu'au lieu d'un seul rapport de similitude comme en geometric, il 
y a lieu d'en considerer quatre ; savoir, celui des longueurs, celui des temps, 
celui des forces et celui dies masses: Tun de ces rapports est, d'apres le theo- 
reme de Newton, une consequence des trois autres, , - 

La demonstration de Newton est d'une clarte et d.'une simplicite admi- 
rabies; mais comme elle est liee d'^une maniere assez intrme a quelques pro- 
positions precedentes; j'ai cherche a lui substituer un rajsonnemeiit fonde sur 
la forme des equations de la dynamique, raisonnement qui, dans le fond, 
ne differe pas de celui que M. Cauchy a employe pour deduire des equa- 
tions du mouvem0nt des corps elastiques les loiS des vibrations des corps 
semblables, decouvertes experimentalement par Savart. Au reste, ce theo- 
reme deJVI. Cauchy, bien qu'analogue a celui de Newton, ne peut pas en 
etre regarde comme un corollaire. 

Apres avoir demdntre le theoreme general sur lequel je me suis propose 
d'appeler Tattention des personnes qui s'occupent de mecanique, je montre 
les nombreuses consequences. que Ton en peut deduire, notamment les lois 
de roscillation des pendules simples, celles de la force centripete, des vibra- 
tions des cordes, de la vitesse de propagation du son dans differents gaz, 
et enfin un theoreme relatif aux turbines,, demontre par M.Combies dans 
ses Rechercfies tkeoriques et experimentales sur les turbines . 
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Demonstration du principe de Newton, 



Considerons T equation generale dont on peut deduire la solution de tons 
les problemes de mecanique 

(,) 2(x-m^),rx-h(Y-mg:)<rrH-(Z-m^),rz = o. 

Supposons que le mouvement d'un certain systeme ait ete etudie et que Ton 
connaisse pour chaque point en fonction du temps les coordonnees x^ j, z, 
qui satisfont a r equation (i) pour toutes les valeurs de Sx^ ^y, ^2;, compa- 
tibles avec les Kaisons. 

Considerons "un second 'systeme semblable au premier au point de vue 
geometrique, c'est-a-dire tel, qu'au commencement du mouvement il forme 
un systeme semblable; et-que les equations de liaisons permettent des mou- 
vemerits semblables. Soit a le rapport de similitude lineaire des depx sys- 
temes. Supposons^ en outre, que les masses des points homologues soient ]S 
fois plus grandes, et que les forces motrices, des points homologues et 
pour des positions semblables, soient y fois plus grandes dans le second 
systeme. Pour avoir Tequation relative au mouvement de ce second systeme, 
il suffira de remplacer dans I'equation {i) x^ j, z, ^x^ Sy^ Sz par ax, aj, ctz, 
acSx^ a^j, aSzj m par ^m, X, Y, Z par 7X, yY, 7Z. Or il est facile de 
voir que toutes ces substitutions ne changeront rien a I'equation si on a soin 
de remplacer, en meme temps, t par et, e etant defini par I'equation 

i^) • ■ *" = y- 

On peut done dire que les deux systemes se mouvront semblablement, 
pourvu qu'on les compare apres des intervalles de temps dont le rapport 
soit 6. ' 

Je me suis contente d'indiquer rapidement cette demonstration, parce que 
celle de Newton, quoiqu'un pen plus longue, permet mieux de comprendre 
la veritable raison du theoreme, et me semble en meme temps plus propre a 
guider dans les nombreuses applications dont il est susceptible. 



iga NOTE 

II- 

CoroUaire I. — Si deux points de meme masse sont attires vers un centre 
fixe proportionnellement a la distance, et qu'ils partent sans vitesse Tun du 
point M, Tautre du point M', ils mettront le meme temps a parvenir au point 
attirant, et, a un instant quelconque, leurs distances au point O seront dans 
le rapport de OM a OM'. 

En efFet, les deux systemes formes par le centre d*action O, avec chacun 
des deux points M et M', satisfont aux conditions de similitude definies plus 

haut: le rapport de similitude des longueurs est -^^n ainsi que celui des 

forces, celui des masses est T unite. U faudradonc, d'apres la formule (i), 
que celui des temps soit aussi I'unite ; les deux systemes resteront done tou- 
jours semblables, et conserveront, au boutd'un meme temps, le meme rap- 
port de similitude : d'oix Ton conclut que les deux points mobiles arriveront 
en meme temps au point attirant. 

Le theoreme precedent est tres-connu ; on sait qu'on eri deduit facilement 
risochronisme des oscillations sur la cycloide. La meme demonstration s'ap- 
pliquerait au cas oil les deux points mobiles eprouveraient une resistance 
proportionnelle a leur vitesse et permettrait alors de prouver que la cycloide 
est tautochrone dans un milieu qui resiste suivant cette loi. 

JSi r attraction vers le point O etait proportionnelle a la puissance rt^""^ de 
la distance, le theoreme de Newton prouverait que les deux points M et M' 

seraient a des distances proportionnelles du point O, non plus au bout du 

I— II 

meme temps, mais apres des temps dont le rapport serait (om ) • ^^ 

theoreme, plus cqrieux qu' utile, a ete demontre par Euler dans sa Meca- 
nique, par la consideration de Tintegrale qui exprime le temps necessaire 
pour parcourir un intervalle donne. 

IIL- 

CoroUaire II. — Si deux points materiels dont les masses sont M et M' 
parcourent des cercles de rayon r et r'avec des vitesses cpnstantes telles, 
que les temps des revolutions soient ^ et ^', les forces centripetes neces- 

saires pour produire les mouvements seront entre elles comme yr est a -pr- 
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Remarquons, en effet, que les deux points peuvent etre consideres comme 
formant des systemes semblables : le rapport de similitude des longueurs 

est -7, celui des temps — > celui des masses — ; il faut done, par le theoreme 

de Newton, que les forces soient dirigees de la meme maniei e et que leurs 
intensites soient dans un rapport egal a 



m r 

m r 



^f X ../ mr m! 



OU 



r« --- ft • f/« 

Un raisonnement tre^- simple prouverait que si la vitesse est constante , 
cette force centripete doit etre normale au cercle. 

IV. 

Corollaire III. — Si deux pendules simples de longueur / et /' oscillent 
sous r influence de gravites representees par g eX g\ en supposant qu'ils 
soient ecartes d'un meme angle de la position verticale, les temps qui Is 
mettront a faire leurs oscillations, ou plus generalement a parcourir des arcs 

semblables, seront dans le rapport de l/- a y — • 

Les deux pendules ecartes d'un meme angle forment, en effet, deux sys- 
temes semblables : le rapport de similitude des longueurs est 77 > celui des 
forces ^,1 celui des masses Tunite; on en conclut, par le theoreme de Newton, 

que le rapport de similitude des temps, c'est-a-dire le rapport des temps ne- 
cessaires pour parcourir des arcs semblables, est 



v'^ „.. ^\ 



T= OU 
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Corollaire IV. — Soient une corde de longueur / tendue par un poids P 
et dont la masse totale soit m ; une autre corde de longueur /' tendue par un 
poids P' et de masse totale: ni fera ses oscillations dans un temps dont le rap- 
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port au temps d'oscillation de la premiere est 



\/^ ■■ v^- 



fjes deux cordes peuvent etre, en effet, considerees comme deux systemes 
semblables, car on suppose leurs rayons negligeables et n'ayant d'autre in- 
fluence que celle qu'ils exercent sur la masse : le rapport de similitude des lon- 
gueurs est jn celui des masses — > celui des forces p7- Si done, apres avoir 

ecarte semblableraent ces cordes de leurs positions d'equilibre, on les aban- 
donne a elles-memes, les mouvements seront semblables, et, par le theoreme 
de Newton, le rapport de similitude des temps, c'est-a-dire le rapport des 
temps necessaires pour accomplir des mouvements semblables, sera 



y-p- ou \/p:V/t7- 
t p/ 



VI. 

CoroUaire V, — Si deux cordes de meme nature, mais de longueur difFe- 
rente, sont tendues par un meme poids et chargees d'un nombre quelconque 
de curseurs places semblablement et dont les masseis soient dans le meme 
rapport que la longueur des cordes, elles feront toutes leurs oscillations 
dans des temps proportionnels a ces longueurs. 

Cette proposition, demontree et verifiee par M. Duliamel, est une conse- 
quence du theoreme de Newton; on voit, en efFet, qu'on peut considerer 
les deux systemes comme semblables: le rapport de similitude des poids 

etant Tunite, celui des longueurs, ainsi que celui des masses j,> on en conolut 
alors que celui des temps doit etre egalement y 

VII. 

Corollaire FL — Si dans un gaz dont la densite est d et Telasticite e, un 
ebranlement se propage avec une vitesse t^, Telasticite devenant e', et la den- 
site d\ un ebranlement semblable se propagera avec une vitesse v\ satis- 
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faisant a la proportion 

Les deux gaz peuvent etre, en effet, consideres coniuie fonnant deux sys- 
temes semblables: le rapport de similitude des longueurs est T unite, celui des 

e - , d 

ibrces -7? et celui des masses ^^ ; done celui des temps doit etre, par le theo- 

reme de Newton, y ^ : \J%r Or ici le rappoit des temps est le meme que 

celui des vitesses, puisque, dans les deux systemes, les longueurs sont les 
memes. 

La demonstration de ce dernier corollaire pourrait donner lieu a une 
objection: Dans T ignorance complete oil nous sommes de la constitution 
entiere des gaz, de la forme et de la distance de leurs molecules, est-il permis 
de considerer deux masses gazeuses comme formant deux systemes sem- 
blables, tels que Newton les a consideres? II est facile de reconnaitre que 
cette hypothese, sans etre absolument rigoureuse, est permise si on adopte 
les equations generales de I'liydrodynamique, dans lesquelles on considere 
les fluides comme continus et ou les actions moleculaires rie figurent que par 
la force fictive qu'on appelle pression. 

vin. 

Corollaire VII. — Si deux turbines semhlahles se meuvent avec des 
vitesses angulaires reciproquement proportionnelles a la racine carree de 
leurs dimensions lineaires, les hauteurs de chute etant proportionnelles a ces 
memes dimensions, elles- utiliseront la meme fraction du travail depense. 

Ce theoreme est une consequence de deux propositions analogues etablies 
par M. Combes dans ses Reciter dies sur les turbines; on va voir qu'il se de- 
duit aussi sans difficulte du principe general de Newton. Les deux turbines, 
construites semblablement et mues par des chutes proportionnelles a leurs 
dimensions, forment, en effet, deux systemes semblables, pourvu que Ton 
admette que les resistances, que Ton pent toujours regarder comme des 
poids a ^oulever avec des vitesses uniformes, agissent semblablement sur 
les deux systemes. 

Soit « le rapport de similitude des longueurs ; celui des masses homo- 

25. 
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logues est evidemment a' , ainsi que celui des forces de pesanteur qui solli- 
citent ces masses: done, par le theoreme de Newton, les temps apres les- 
quels les deux systemes sont dans des positions semblables doivent avoir 

pour rapport y- — 5^ ou y^; par consequent, les deux poids que les tur- 
bines pen vent soulever, et qui sont dans le rapport de a^ a i , seront eleves a 
des hauteurs dont le rapport est a, Dans des temps qui sont comme y/a a i , 
les quantites de travail produites dans un meme temps sont done comme 
a' y/a : I ; ce qui est precisement le rapport des quantites de travail depen- 
sees, car la seconde turbine a une hauteur de chute a fois plus grande, et 
d'apres la loi de mouvement supposee, elle depense une quantite d'eau 

u^ y/a fois plus grande. 

Dans le raisonnement precedent, nous n'avons fait entrer en ligne de 
compte que le poids de I'eau, et nuUement les forces de reaction entre les 
molecules d'eau etla turbine, parce que ces forces peuvent etre considerees 
comme provenant des liaisons, et il n'est pas necessaire de les evaluer, 
puisqu'elles'ne figurent pas explicitement dans Tequation generale de la 
mecanique dont nous avons deduit la demonstration du principe.* 

IX. 

Scolie. — On voit, par les exemples precedents, quelle est la portee du 
principe sur lequel j'ai essaye d'appeler I'attention et combien sont diverses 
les applications que Ton en pent faire; il est vrai que Ton ne pent en deduire 
que des rapports, et que, par consequent, il ne pourra servir a resoudre une 
question que quand on en aura deja resoUi une analogue et de difficulte 
analytique equivalente : il peut y avoir cependant une grande utilite a de- 
terminer, dans certains cas, les relations qui existent entre les mouvements 
de deux systemes, lors meme que chacun d'eux ne serait pas susceptible 
d'une determination theorique rigoureuse. On devrait, par exemple, faire 
usage de ce principe toutes les fois que Ton cherche a prevoir, par des expe- 
riences en p^tit, la valeur d'une invention mecanique dont la realisation com- 
plete serait trop couteuse. Supposons, par exemple, qu'il s'agisse d'une 
experience relative a Taction d'une locomotive et qu'on soit a meme d'ob- 
server un systeme dont les dimensions geometriques soient a fois plus petites 
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que celles du systeme projete ; il est evident que le rapport de similitude 
des masses et des forces devra etre a^ dans les deux systemes, et par conse- 
quent celui des temps egal a y/a, en sorte que les vitesses doivent etre dans 

le rapport de -j= a T unite, c'est-a-dire proportionnelles a la racine carree des 

dimensions: de plus, les forces de pesanteur ne sont pas ici les seules forces 
appliquees aux deux systemes, et il est essentiel que les autres forces soient 
aussi dans le rapport de a' a i ; par consequent, les pressions exercees par 
la vapeur sur les surfaces homologues devront etre dans ce rapport, et pour 
cela il faut que leurs tensions rapportees a des surfaces egales soient dans le 
rapport de a a i . Les frottements de glisseraent etant proportionnels aux 
pressions, leur rapport sera ce qu'il doit etre ; mais les frottements de roule- 
ment, etant en raison inverse du diametre des roues, seront trop grands dans 
le petit systeme, et cela produira une cause d'erreur qu'il est impossible 
d'eviter, mais qu'il n'en est pas moins essentiel de connaitre. La resistance 
de I'air supposee proportionnelle aux surfaces et aux carres de la vitesse se 
modifierait d'un systeme a I'autre de maniere a ne pas alterer leur similitude. 

Si par exemple on faisait un modele quatre fois plus petit que la machine 
reelle, il faudrait, pour avoir des systemes completement comparables, don- 
ner une vitesse moitie moindre, diminuer pour cela de moitie la tension de 
Ja vapeur, et faire avec les roues des wagons une substance pour laquelle 
le coefficient de frottement soit quatre fois moindre. Gette derniere condi- 
tion n'est pas realisable. 

J'ignore si ces precautions ont ete prises toutes les fois qu'on a voulu tirer 
les deductions d' experiences executees en petit. 
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§ I. — DEFINITIONS PRELIMINAIRES. 

Pour obtenir un systeme de points distribues regulierement dans Tespace, 
prenons deux points arbitrairement , et joignons-les Tun a I'autre par une 
ligne droite que nous prolongerons indefiniment dans les deux sens. Char- 
geons cette droite d'une serie illimitee d'autres points, tous equidistants 
entre eux, et separes par un intervalle constant, egal a la distance des 
deux points primordiaux. Le systeme rectiligne de ces points equidistants 
recevra, dans le cours de ce Memoire, le nom de Rangee, L'intervalle 
fondamental qui separe deux points voisins sera designe sous le nom de 
parametre de la Rangee. 

Prenons une deuxieme Rangee de meme parametre ; pla^ons-la parallele- 
ment a la precedente , dans une situation relative arbitrairement choisie , et 
joignons entre elles ces deux Rangees par un plan geometrique qui, de sa 
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nature, sera illimite en tons sens. Chargeons ce plan d'une serie de Rangees 
pareilles , paralleles et equidistantes entre elles ; enfin , pour fixer la position 
de ces Rangees, faisons glisser chacune d'elles, tout d'une piece et dans 
le sens de sa longueur, jusqu'a ce que les points qui , sur chaque Rangee, 
servent de depart a toute la serie de ses points , soient situes sur une meme 
droite , plus ou moins inclinee sur la direction commune des Rangees- Nous 
designerons sous le nom generique de Reseau une telle reunion de points 
ainsi distribues sur le plan. 

Prenons un second Reseau de memes forme et grandeur que le prece- 
dent ; placons-le sur un plan parallele , separe du premier par un intervalle 
arbitraire , en ayant soin que toutes les lignes homologues soient semblable- 
ment dirigees dans les deux Reseaux, ce qui pent se faire par le transport 
commun de toutes les parties du Reseau primitif, parallelement a elles- 
memes. Disposons une infinite de Reseaux semblables et semblablement 
tournes, sur une infinite de plans paralleles aux deux premiers, tons equi- 
distants entre eux , et prenons le soin de faire glisser chaque Reseau dans 
son plan, jusqu'a ce que tons les points qui servent de depart soient situes 
sur une meme droite, necessairement exterieure au plan du Reseau primitif. 
Le systeme de points ainsi obtenu sera designe sous le nom A' Assemblage 
dans le cours de ce Memoire ; il est illimite suivant ses trois dimensions. 

hdifig. I offre le resultat des operations que nous venons d'effectuer: 
OAA'x\'^... est la premiere Rangee; la serie des points A, A', A'^,..., doit, 
par la pensee, etre supposee prolongee a gauche de 0; BPP'... forme la se- 
conde Rangee. Des points B', B'', . . . , partent d'autres Rangees pareilles et pa- 
ralleles; les tetes de Rangees 0, B, B', B'^..., sont assujetties a etre en ligne 
droite. Toutes ces Rangees etant equidistantes, il est evident que Ton a 

OB = BB' = B'B^..; 

de sorte que OBB'B'^.. est aussi une Rangee du systeme: maiselle diflfere 
de OAA'A'^ . . par sa direction , et aussi , dans le cas general , par la gran- 
deur de son parametre, qui est evidemment egal a OB. 

Un second Reseau, pareil au Reseau OAA'A''...BPP'...B'B''..., a son 
point de depart en D, et s'etend, a partir de D, dans un plan parallele au plan 
OAB;sa premiere Rangee est DQQ'Q''...; les autres partent deR, R', R'',.... 
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Ges points sont, sur le nouveau plan, les homologues de B, B', B'',.... Les 
autres Reseaux du systeme partent des points D', D'^,.... Tons les points 
O, D, D', D'^,..., sont en ligne droite, et, par suite de Tequidistance des 
plans paralleles qui contiennent chacun des Reseaux , on a 

OD = DD' = D'D^..; 

de sorte que ODD'D'^.. est aussi une Rangee, mais qui difFerera de 
OAA'A'^ . . , OBB' B'^ . . par la direction et par la grandeur de son parametre. 

L' Assemblage ainsi obtenu ofFre une distribution reguliere caracterisee 
par les proprietes suivantes, assez evidentes pour n'exiger aucune demons- 
tration. 

Aucun des points integrants ne se distingue des autres par une particu- 
larite quelconque de position relative. 

La configuration formee par I'Assemblage, suppose illimite, autour d'un 
de ses points arbitrairement choisi , est la meme , quel que soit le point 
adopte. Si , par exemple , ce point est pris pour origine de coordonnees 
quelconques rectangulaires ou obliques , on retrouvera , autour de chaque 
point pris successivement pour origine , des points semblablement situes et 
de memes coordonnees, pourvu que, dans le changement d* origine, les 
nouveaux axes aient conserve leur direction premiere. 

Avant de passer outre, j'affecterai une designation particuliere aux points 
qui composent un Reseau ou un Assemblage. II convient, en effet, de les 
distinguer d'avec les points purement mathematiques qui existent en un lieu 
quelconque de I'espace. 

En consequence, je les appellerai des Sommets. On pent, sans inconve- 
nient et pour fixer les idees, attribuer a ces Sommets des dimensions tres- 
petites, en faire de veri tables molecules, et attacher specialement le nom de 
Sommet aux centres de figure de ces molecules dont la forme polyedrale 
restera d'ailleurs indeterminee. 

Je supposerai ces Sommets lies entre eux par des forces telles, que TAs- 
semblage entier soit invariable de forme, toutes les distances mutuelles res- 
tant les memes, mais soit cependant susceptible de se mouvoir dans I'espace 
comme un corps solide , soit parallelement a lui-meme , soit en tournant 
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autour d'un axe donne , toutes les fois qu'il sera necessaire de lui imprimer 
de tels mouvements de translation ou de rotation. 

Si Ton transporte tout le systeme parallelement a lui-meme, un Sommet 
tel que A {fig- i) venant oecuper le lieu qu'occupait precedemment un 
autre Sommet tel que B, chacun des autres Sommets viendra pareillement 
oecuper un lieu de Tespace, abandonne par Tun des Sommets du systeme 
a Torigine du mouvement. Je dis alors que le lieu des Sommets na pas 
ete trouble par le mouvement general imprime a F Assemblage, ou plus 
simplement , qu'il y a eu restitution des lieux des Sommets. 

Tant que les droites OAA', BPP',... et les plans qui les unissent restent 
traces dans Tespace, T Assemblage de ^Sifig- i conserve I'empreinte des 
operations qui ont servi a le construire. Mais nous pouvons supprimer par la 
pensee toutes ces droites et tous ces plans , et chercher a resoudre un pro- 
bleme inverse de celui qui vient de nous oecuper , probleme dont Tenonce 
sera le suivant : 

Probleme I. — Un Assemblage etant donne y retrouver les Rangees, 
plans et Reseaux qui peuvent le produire. 

Prenons au hasard deux points ou Sommets, tels que O et A {fig^ i) , 
appartenant a T Assemblage donne, et joignons-les par la droite OA; s'il 
existait sur la droite de jonction, entre et A, d'autres Sommets a, fc, c,..., 
appartenant au systeme, nous considererions specialement le Sommet a le 
plus voisin de 0, et Oa serait alors un sous-multiple exact de OA. Ainsi 
Ton pent toujours supposer qu'entre les Sommets choisis O et A, il n'existe 
aucun autre Sommet intermediaire. 

Prolongeons OA dans les deux sens , et prenons 

AA' = OA, A'A''=AA',...; 

tous ces points A', A''. . . appartiendront a notre Assemblage en vertu de la loi 
generale qui caracterise la distribution reguliere. Cette premiere operation 
determine Tune des Rangees du systeme. II importe toutefois de remarquer 
que la Rangee ainsi retrouvee n'est pas necessairement Tune de celles qui 
ont servi dans Torigine a construire T Assemblage. 

En dehors de la Rangee OAA'A'^.., prenons au hasard un Sommet B et 
joignons OB : si d'autres Sommets existaient entre O et B, nous ne conser- 
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verrions que le plus voisin de O. Ainsi nous pouvons toujours supposer 
qu'entre O et B, il n'existe aucun autre point appartenant au systeme de 
r Assemblage. 

Cela pose , sur OB et OA construisons le parallelogramme OAPB ; P ap- 
partiendraau Reseau du plan OAB. Or, dans rinterieur de ce parallelo- 
gramme, il pourra exister generalement un nombre fini de Sommets, tels que 
//2, /I,..., appartenant au Reseau du plan. Dans ce cas, on devra rejeter le 
point B, et le remplacer par celui de ces Sommets dont la distance a OA est 
un minimum. Appelons-le m ; menons de m la droite mm' parallele et egale 
a OA, et achevons le parallelogramme OAm'm. Non-seulement m appar- 
tiendra au Reseau, mais on pourra affirmer que le parallelogramme Om'mA 
n'ofFreni dans son interieur, ni sur ses cotes, aucun point de T Assemblage 
general, sauf les quatre Sommets O, A, m, /w'. 

Pour ne pas compliquer inutilement la Jig. i , je reprends le paralle- 
logramme OAPB, et me borne a supposer que le point B a ete choisi de 
maniere a satisfaire aux deux conditions suivantes : 

I**. Qu'entre et B il n'existe aucun point de T Assemblage ; 

2''. Qu'il n'en existe pas non plus dans Tinterieur du parallelogramme 
construit sur OA et OB. Nous venons de voir qu'il existe toujours au moins 
un Sommet satisfaisant a ces conditions. 

Alors, connaissant les parametres OA et OB des deux Rangees, non-seu- 
lement nous pourrons trouver tons les Sommets appartenant a ces Rangees, 
mais, par les intersections de deux systemes de paralleles menes par A, A', 
A'^,..., et par B, B', B'',..., nous pourrons reconstituer integralement le 
Reseau du plan OAB. Remarquons que ce Reseau n'est pas necessairement le 
meme que celui qui, dans Torigine, a servi a la construction de T Assem- 
blage. 

Apres avoir successivement obtenu une Rangee, puis un Reseau, il ne 
nous sera pas plus difficile de retrouver le systeme entier. 

Nous choisirons hors du plan OAB un Sommet D, en I'assujettissant a la 
condition qu'il n'existe aucun Sommet intermediaire, ni entre O et D sur 
la ligne de jonction , ni sur la surface du parallelogramme AODQ , ni sur 
celle du parallelogramme BODR, ni dans I'interieur du parallelipipede 
OAPSQDRB, construit sur les parametres OA, OB, OD comme aretes. On 
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s'assurera, comme nous I'avons fait pour le point B, dans le cas du plan, 
que ces conditions sont en efFet realisees. 

II est un moyen simple d'obtenir directement le point D : il consiste a 
faire mouvoir un plan geometrique parallelement a lui-meme, a partir 
d'une position initiale dans laquelle il coincidera avec le plan Ox\B. Des 
que ce plan, dans son mouvement de transport, atteindra un premier Som- 
met de I'Assemblage, on Tadoptera comme etant le point cherche, et Ton 
fera de la distance OD le parametre de la troisieme Rangee ODiyD'^ — 

La solution que nous venons de donner prouve que Ton peut resoudre 
le probleme I d*un tres-grand nombre de manieres difFerentes, et meme il 
n'est pas difficile de voir que le nombre de ces solutions est infini. En efFet, 
le plan DQSR jouit, dans le systeme de tons ses paralleles, de la propriete 
d'etre aussi pres que possible du plan OAB. Si nous considerons un Som- 
met quelconque, tel que S, appartenant au Reseau que supporte ce plan, il 
est evident que nous pouvons remplacer la Rangee OD par la nouvelle Ran- 
gee OS; nous obtiendrons alors tons les points de I'Assemblage donne, au 
moyen des intersections du systeme des plans paralleles a OAB, par le sys- 
teme des droites menees de chaque point du Reseau OAA'. . .BB'. . . parallele- 
ment a OS. 

De meme, en prenant OS et OA, ou OS et OB pour Rangees primor- 
diales, on pourrait reconstruire I'Assemblage, en prenant pour intermediaire 
le Reseau du plan OAS ou celui du plan OBS, ce qui nous donnerait de 
nouvelles solutions du probleme ; et puisque le nombre de Sommets d'un 
Reseau est infini, le nombre de ces solutions Test egalement. 

Lorsque, dans un Reseau, deux Rangees OA, OB seront telles, qu'au- 
cun Sommet ne tombe dans I'interieur du parallelogramme construit sur les 
parametres OA, OB de ces Rangees, je dirai que ces Rangees sont conju- 
guees; et dans le cas oil elles seraient prises pour axes coordonnes , elles 
prendront le nom d'axes conjuguSs. 

Le systeme des Rangees paralleles a deux Rangees conjuguees OAA', 
OBB',..., decoupe le Reseau en cases parallelogrammiques , toutes egales 
entre elles. J'appellerai ce parallelogramme (OAPB, fig, i), {Okm^^fig. 2), 
par (HUb gramme gSnerateur ou maille paralUlogrammique du Riseau. 

L'espace indefini compris entre une Rangee telle que OAA'A'^.., et sa 
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plus proche voisine BPP' {^fig^ i)? recevra le nom de bande. La bande est 
caracterisee par cette particularite, qu*il n'existe jamais aucun Sommet dans 
son interieur, mais seulement sur les deux droites qui la limitent. 

Les deux Rangees paralleles qui contiennent une bande entre elles seront 
dites limitrophes. A chaque Rangee correspondent deux Rangees limi- 
trophes, situees de cotes opposes par rapport a la Rangee donnee. Le 
plan d'une bande, ou de deux Rangees paralleles , ou, plus generalement, 
le plan qui contient trois Sommefs, non en ligne droite, sera appele plan 
reticulaire : il porte sur sa surface un Reseau complet de Sommets. 

Si, dans Tespace, les parametres des trois Rangees OA, OB, OC (Jig- i) 
peuvent servir d'aretes a un parallelipipede vide de tout Sommet dans son 
interieur, ainsi que sur ses faces laterales, je designerai ces trois Rangees 
sous le nom de Rangees conjuguees, et sous le nom A' axes conj agues , dans 
le cas oil Ton jugerait convenable de les prendre pour axes coordonnes. 

Les trois plans qui reunissent deux a deux ces Rangees seront appeles 
des plans reticulaires conj agues on plans conj agues. 

Une Rangee sera dite conjuguee d'un plan reticulaire lorsque, en prenant 
sur ce plan deux Rangees conjuguees relativement au Reseau de ce plan, 
elles seront conjuguees avec la Rangee donnee. 

L'espace indefini compris entre un plan reticulaire et son plus proche 
voisin, parmi les plans reticulaires qui lui sont paralleles, sera designe 
sous le nom de strate. II ne pent exister aucun Sommet dans Tinterieur 
d'une strate. 

Les deux plans reticulaires paralleles qui limitent la strate seront dits 
limitrophes. A chaque plan reticulaire correspondent deux plans limi- 
trophes qui lui sont paralleles, et situes de cotes opposes par rapport au 
plan donne. 

Les trois systemes de plans reticulaires paralleles aux trois plans conju- 
gues AOB, AOD, BOD {Jig. i), decoupent l'espace en cellules parallelipipe- 
diques, toutes egales et superposables. J'appellerai le parallelipipede ainsi 
obtenu, et construit sur les trois parametres conjugues OA, OB, OD, paral- 
Ulipipede generateur ou noyau de T Assemblage. 

La juxtaposition de tels parallelipipedes faces contre faces reproduit tons 
les Sommets de cet Assemblage. 
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La fixation de notre terminologie nous permet de resumer les proprietes 
fondamentales dont jouit un Assemblage quelconque. 

(c Les Sommets d'un Assemblage sont ranges sur un systeme de plans 
» paralleles et equidistants, et forment, sur chacun de ces plans, un Reseau 
» dont la configuration est la meme sur chaque plan. 

» Dans chacun de ces Reseaux, les Sommets forment des systemes de 
» Rangees paralleles, superposables et equidistantes. 

» Sur chaque Rangee, les Sommets sont egalement espaces entre eux. 
» On pent toujours reproduire les Sommets donnes d'un Reseau par les 
» intersections, deux a deux, de deux systemes distincts de droites paralleles 
}) et equidistantes : tout le plan se trouve alors decoupe en cases paral- 
» lelogrammiques superposables, et qui ne laissent entre elles aucun espace 
)> vide. 

j> On pent toujours reproduire les Sommets d'un Assemblage par les in- 
» tersections , trois a trois , de trois systemes distincts de plans paralleles et 
» egalement distants dans chaque systeme : 1' espace est alors decoupe en 
}> cellules parallelipipediques, toutes egales, superposables, et ne laissant 
)) entre elles aucun espace vide. 

» La decomposition du plan ou de I'espace en parallelogrammes ou 
J) parallelipipedes egaux, dont les sommets coincident avec les Sommets de 
» I'Assemblage, pent se faire d'une infinite de manieres difFerentes. » 

§ IL — Des Reseaux en general. 

Notations, definitions. — Nous allons considerer le Reseau dela^g^. 2. 
Le Sommet sera pris pour origine des coordonnees. 
Soient OAA'..., OBB'..., les deux Rangees qui ont servi a construire le 
Reseau, et designons par a^ bles deux parametres, de sorte que Ton ait 

(i) OA = a, OB = b. 

Soient |, yi les coordonnees lineaires des points du plan rapportees aux 
axes obliques OA, OB. Pour un Sommet quelconque P, les rapports -1 tj 
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serbnt des nombres entiers, positifs ou negatifs, que nous appellerons les 
coordonnees numeriques du Sommet P, et qui seront representes par les 
lettres m, n, si P est un Sommet determine, et par les lettres .r, j, si P est 
un Sonlmet indetermine du Reseau. On aura, suivant les cas, 

(2) | = m, T = /^, 



a 



(3) i = ^. l=X' 

L'equation generale du Reseau, considere comme etant une courbe plane 
a branches separees, et evanouissantes en chaque Sommet du Reseau, pent 
s'ecrire analytiquement sous la forme suivante : 

Sm^ - TT -t- Sm* r TT = o, 

a o . 

7t etant le nombre 3,i4i59.... Cette equation est satisfaite pour chaque 
Sommet, et cesse de I'etre pour tout autre point du plan. 

Probleme II. — Trouver l'equation d* une Rang^e passant par I'origine 
et par le Sommet P (fig. 2). 

Soient m, /i les coordonnees numeriques de P; T equation de OP en 
coordonnees lineaires et courantes sera 

ma nb 

Soient a?, j les coordonnees numeriques d'un Sommet quelconque appar- 
tenant a la Rangee OP ; on aura 

(4) ^-^- 



m n 



c' est l'equation en coordonnees numeriques de la Rangee OP. 

Si m et w avaient un plus grand diviseur commun D, le point ^7 g 

appartiendrait a la Rangee OP, et serait, de tons les Sommets de cetle Ran- 
gee, le plus rapproche du Sommet O; mais si m et /i sont premiers entre 
eux, OP est le parametre de la Rangee. 

On pent mettre l'equation (4) sous la forme 
(5) nx — my = o. 



XXXnV Cahier, 
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Si Ton pose alors 

(6) S = S'' S = -^' 

g et h etant des nombnes entiers, premiers entre eux, positifs on n^gatifs, 
TequatioD devient 

(7) gx^hy = o. 

Theoreme I. — Si m, M (fig. 3) sont deux Sommets d'un Reseau, et si, 
par un troisieme Sommet O, on mene une droite On egale et par allele a 
mM, Vextremite de cette droite sera un quatrieme Sommet du Reseau. 

Transportons Torigine des coordonnees successivement en m et en 0, 
sans changer la direction des axes ; nommons ^, « les coordonnees de M par 
rapport aux axes menes par m. II resulte des proprietes generales des 
Reseaux et Assemblages (page 3), qu'il existera dans le Reseau an Sommet 
de memes coordonnees, dans le systeme d'axes menes par O : soit n ce 
Sommet. La droite On sera egale et parallele k mM. 

CoroUaire. — Si Ton prolonge M/w d'une longueur m iLL=^mM. {fig. 3), 
fjL sera Tun des Sommets du Reseau : ainsi , le Sommet m est un .centre geo- 
metrique du Reseau, et il en est de meme pour tons les autres Sommets. 

Probleme III. — Trouver V Equation gSnSraJe des RangSes paraUeles a la 
Rangee OP (fig. 2). 

Par un Sommet a coordonnees numeriques m', n' menons une parallele 
a OP ; son equation en coordonnees lineaires sera 

I — m!a y? — n'i . 

ma nb 

Si Ton fait disparaitre a du premier membre, et h dii second, on aura 

X — m' Y — n' 
m n 

ou, en tenant compte des equations (6), 

g{x — m')-^h[x—n'y=o. 

On aurait pu deduire directement cette equation de 1 equation (7), en y 
changeant a: et j en x — m' et j — W. Done 

gx -+- hy = gm' H- hn\ 
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OU 

(8) gr^H-.Aj = G, 

en designant le dernier membre par C; C est necessairement un nombre 
entier. Cette equation, aussi generale que possible, comprend tout le systeme 
des Rangees paralleles a OP. 

Notation^ definition. — Nous adopterons desormais la notation [gh) 
pour representer tout le systeme des Rangees paralleles a la droite de Tequa- 
tion (7); les nombres entiers g", A, positifs ou negatifs, seront les caracte- 
ristiques de ce systeme de Rangees, relativement aux axes des x et des y. 

Probleme IV. — Trouver le parametre des Rangees de notation {gh). 

Soit JTangle AOB {fig. 2); soit A le parametre de la Rangee OP qui va de 

Torigine au Sommet dont les coordonnees sont u» g* On aura, par une 
formule connue, 

et, si Ton substitue les caracteristiques g*, A, 

(9) A' = A' rt^ + g^ b^ — ^gh ab costT. 

Probleme V. — Trouver le nombre de Sommets contenus dans le paraL- 
lelo gramme construit sur les parametres OA, OP ou OB, OP (fig. 2). 

Supposons que les coordonnees numeriques m et /i du point P soient po- 
sitives. Le nombre des Rangees Bm..., B'r/i..., B''/?..., paralleles a Taxe 
des a:, et qui traversent le parallelogramme OAPQ, est egal a /i — i . Le segment 
intercepte entre OP et AQ, etant egal au parametre OA, doit contenir un 
Sommet, lequel sera situe dans Tinterieur du parallelogramme OAPQ, puis- 
qu'il ne peuttomber ni sur OP, ni sur AQ; done, le nombre des Sommets 
contenus dans ce parallelogramme sera n — i . De meme pour le parallelo- 
gramme OBPR^ le nombre des Sommets interieurs sera m — 1 . 

Si m ou /I etaient negatifs, on les rendrait positifs, par un echange conve- 
nable des demi-axes positifs avec les negatifs. 

Probleme VL — Tromer I equation des Rangees Umitrophes de OP. 

L' equation generale des Rangees paralleles a OP est 

gx -+- hy — gm' H- hn' ; 
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g et h sont des nombres donnes, premiers entre eux; m', n\ des nombres 
arbitrairement choisis. 

Or on sait, par la theorie des fractions continues, que Ton pourra toujours 
determiner m', n de maniere a satisfaire soit a Tequation 

soit a r equation 

gm' -+- hn^ = — I . 

L' equation (8) devient alors 
(lo) gx^kjr = ±:i, 

et represente les deux Rangees /?/?'..., rr\..y limitrophes de la RangeeOP. 
II est evident que Ton ne pent avoir, dans le Reseau, d'autres Rangees plus 
rapprochees de Forigine O. 

Autre demonstration de la solution. — Soient m^ n^ p^ q [fig* 2) les 
Sommets situes dans I'interieur du parallelogramme OAPQ. Deux d'entre 
eux ne peuvent etre a meme distance de OP; car, si m et ^ etaient dans 
ce cas, mp serait parallele a OP, et sur une Rangee parallele a OP on aurait 
un parametre moindre que OP, ce qui ne pent etre. 

Done, si Ton mene les lignes/y?', mm', qq' ^ nn\ elles formeront le com- 
mencement de la serie des Rangees paralleles a OP; ainsi, ces lignes doivent 
etre equidistantes. 

Le nombre des Sommets contenus entre OP et AQ etant egal an — 1 
(probleme V). celui des bandes comprises entre ces deux droites sera egal 
a n. Done OA sera partage en n segments egaux, et Ton aura 



n 



Si maintenant on prolonge la Rangee/?/?' en/?" jusqu a la rencontre du 
demi-axe des y negatives, on demontrerait de meme, au moyen du paral- 
lelogramme construit sur OP et OR, que Ton a 

(12) 0/?'^ = -*. 

Or I'equation Ae pp' en coordonnees lineaires est evidemment 

Op' ^ Op" ' • 
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Si Ton remplace ^, n par leurs valeurs tirees des equations (i), Op'et Op" 
par leurs valeurs tirees des equations (i i) et (i 2), il viendra 

nx — my = -h i . 

De r autre cote de OP, dans le parallelogramme OBPR, il existe une autre 
Rangee limitrophe, la Rangee rr' ^ formant avee OP une bande de meme 
largeur que la bande comprise entre pp' et OP. 

Son equation sera evidemment 

nx — my = — 1 ; 

done les deux Rangees limitrophes sont comprises dans F equation collective 

nx — my = =b 1 , 

et si Ton substitue a m, n^ Tes caracteristiques g^ h de la Rangee OP, en 
remarquant que m et n sont premiers entre eux, puisque OP est un para- 
metre, celle-ci devient 

gx -^- hy =^zizi. 

Problems VII. — Dans un systeme de Rangees dont la notation symbo- 
lique est [gh) , on demande quel nombre de bandes de ce systeme est compris 
entre le Sommet a coordonnees M^IH et le Sommet a coordonnees M', N'. 

Concevons que la Rangee /y?' [fig- 2), limitrophe de OP, recoive Tunite 
pour numero d'ordre; que la Rangee suivante mm' recoive le n° 2, et ainsi 
de suite; puis, que Ton afFecte des numeros d'ordre egaux a — i , — 2 , 
— 3,..., aux Rangees rr\ ss\...j situees du cote oppose. 

La Rangee n® i aura pour equation 

gx^hy = i. 

Celle de la Rangee n"* 2, deux fois plus eloignee de Torigine que la pre- 

cedente, sera 

gx -h hy = 2. 

I^a Rangee dont le numero d'ordre sera C aura pour equation 

gx-hhy = C. 
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D'ou Ton voit que, dans Tequatipn (8), le dernier membre est precise- 
ment le numero d'ordre de la Rangee que Ton considere. 

Soient done C et C^ les numeros d'ordre des Rangees passant par les 
Sommets (M, N) et (W, N'); on aura 

( 1 3) C-a = g{M-M)^h{N — K). 

Ainsi le nombre des bandes interceptees entre les deux Sommets donnes 
aura pour valeur, au signe pres , 

g.(M — M') + A(N — N'). 

CoroUaire. — Dans le parallelogramme construit sur les parametres OP, 
OP' {fig. a), nommons [m, /i), {m\ n') les coordonnees des Sommets P, P'. 
Le nombre des bandes contenues entre deux c6tes opposes de ce paralle- 
logramme sera egal, au signe pres, a ran' — nrrd . 

Probleme VIII. — Trouper la condition pour que deux Rangees soient 
conjugu^es. 

Soient m, n les coordonnees numeriques d'un Sommet P {fig* 2) ; soient 
m', w' celles d*un autre Sommet/? : on suppose m, n premiers entre eux; 
on suppose aussi m', n' premiers entre eux, et Ton demande la condition 
pour que OP et Op soient des Rangees conjuguees^. 

Le Sommet p doit appartenir a Tune ou a Tautre des deux Rangees limi- 
trophes de OP : sans cela, les Rangees paralleles a OP et celles paralleles 
a Op se couperaient en des points qui ne seraient pas tous des Sommets du 
Reseau, et les Rangees OP, Opne seraient pas conjuguees. Done il faut 
qu'en posant 

X = m', J = // 

dans I'equation (10), celle-ci soit satisfaite ; ce qui donne la condition 

(i4) gm' -^hn'=±:\, 

et si Ton y substitue les valeurs de g", A, tirees des equations (6), en 
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remarquant que D = i , cette condition se change en 

( 1 5) nm' — mn' = ± i . 

Reciproquement , si cette condition est satisfaite, le Sommet (m', /i') ap- 
partiendra a Tune des Rangees limitrophes de OP, et sa ligne de jonction 
avec Torigine formera une Rangee conjuguee de la Rangee OP. 

Si Ton substitue a m, /i les caracteristiques ^, A de la Rangee OP, a 
m\ n' les caracteristiques g' ^ h' de la rangee O/?, on aura 

(16) hg'^gh'=±i', 

ce sera la condition pour que les Rangees designees par les symboles {gh)^ 
{g'h') soient conjuguees et reproduisent les Sommets du Reseau par leurs 
intersections mutuelles. 

Probleme IX. — Troui^er la condition pour quetrois Sommets (m, /i), 
{m\ n')j (m'', 71"), appartiennent a des Rang6es limitrophes. 

Transportons I'origine en (m'^, w") ; les coordonnees numeriques des 
deux autres Sommets seront [m — m'\ n — /i"), (m' — m'\ n — n"). 

Pour que les Rangees allant de la nouvelle origine a ces deux Sommets 
soient conjuguees , il faut que Ton ait 

{n — n") {m' — m'') — {m— m') [n'—n') = ± i , 

c'est-a-dire, apres reduction, 

nm' — n'm 4- n''m — nm" -^^ n m" — irln" = zfc i . 

Probleme X. — Changer les a^es coordonnes et exprimer les nou- 
velles coordonnees enfonction des anciennes, et reciproquement. 

Soient (m, n)^ {m\ n') les coordonnees numeriques des deux Sommets 
P et P' [fig. 3) ; m et n sont premiers entre eux, et il en est de meme de 
m' et n . 

Soient pris OP, OP' pour nouveaux axes coordonnes, et soient X, \ 
les coordonnees numeriques d'un Sommet M dans ce nouveau systeme. 

Alors, si Ton mene Mm parallele a OP' jusqu'a la rencontre de OPm, et 
M/^ parallele a OP jusqu'a la renconti'e de OP', on aura 

Om=M/i = X.OP, 

On =Mm=Y.OP'. 
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Les coordonnees numeriques du point m dans Tancien systeme d axes 
conjugues OA, OB seront mX, nY\ celles du point n seront m' Y, n'Y. 

Pour obtenir les coordonnees Xy y du point M dans Tancien systeme, 
on remarquera que, dans le passage de m a M, I'abseisse et Tordonnee 
numeriques eprouvent les memes aceroissements que dans le passage de 
a riy puisque O/i est egal et parallele a Mm. Done 

Ij: = mX -f- m'Y, 
On en deduit, par I'elimination, 

^ = -7 — ^ H — 1 — y^ 

n m ^ 

Si les Rangees OP, OP' sont conjuguees, ces equations se changent en 



(i8) 



I± X = n^x — m^fy 
±Y = — nx -h my. 

Faites tourner autour de O et d'lm mouvement comimun les axes des X 
et des Y, jusqu'a ce que le demi-axe des X positives et le demi-axe des x 
positives coincident : si les demi-axes des Y positives et des y positives se 
trouvent alors situes du meme cote par rapport aux axes coincidents, le 
signe superieur devra etre prefere dans les premiers membres des equa- 
tions (19). On adoptera le signe inferieur dans le cas contraire. 

Corollaire. — Supposons que Taxe des y change seul , et soit remplace 
par la Rangee OP conjuguee avec I'axe des a;, lequel reste invariable; 
soit /n^ I'abseisse numerique du point P. On aura, dans ce changement 
d'axes, 



on en conclura 



m 


= 1, 


n 


= 0, 


m' 


= /n,, 


n' 


= 1; 


X 


^=^ + m^ 


Y, 




J = 


Y, 
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et, reciproquement, 

liH coordonnee numerique parallele a Taxe deplace reste invariable. 

Problems XL — On demande ce que de^ient le symbole dune Rangee 
donnee {gh), dans un nouveau systeme d'axes. 

Soient toujours (m, n), (m', w') les coordonnees numeriques des extre- 
mites des nouveaux axes. 

Si dans I'equation 

gx -\-hy = C 

on substitue les valeurs de x^ j, tirees des equations (i 7), on aura 
{gm -f- hn) X -h {gm' 4- hn')\ = C ; 

d'oii Ton voit que, si Ton represente par (GH) le nouveau symbole, on 
passera &e[gh)k (GH ) au moyen des formules 

[G = gm -^ hn, 

CoroUaire. — Si, conservant Taxe des x, on se borne a remplacer Taxe 
des J, et a prendre pour nouvel axe des y positives la Rangee allant de 
Forigine au Sommet ( — i, — i), Rangee qui est le prolongement en sens 
inverse de la diagonale du parallelogramme construit sur a et 6, on aura 

m = I , n = o, 



J , ^f 



% 



m == — I , n = — I ; 

ce qui changera le symbole {g^ h ) en (g^, — g — h). 

Si Ton nomme alors i la caracteristique de la Rangee {gh) relative a ce 
nouvel axe, on aura I'equation 

i = —g — h. 

Soit c le parametre du nouvel axe ; le segment intercepte sur cet axe entre 
I'origine et la Rangee 

^x -h A J = I , 
XXXIW Cahier. 3 
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devenue, dans le nouveau systeme, 

aura evidemment pour valeur -• 

D'oii Ton voit que, « lorsque les parametres a, b^ c de trois Rangees conju- 
» guees deux a deux sont disposes de maniere a figurer trois forces qui se 
» font equilibre sur le plan du Reseau , touteRangee limitrophe a une Rangee 
» passant par I'origine determinera, dans les parametres de ces Rangees, 

» les trois segments - ' r? -» gy ^^ * etant des nombres entiers positifs ou 

» negatifs, assujettis a la relation 

(21) g- + A + t = o, 

» et alors on pourra prendre indistinctement pour symbole de la Rangee 
» {gh)^ Tun ou Tautre des symboles [gh)^ {gi)^ {ih). » 

Notation a trois caracteristiques . — Lorsqu'on rapportera la position des 
Rangees du Reseau a trois axes coordonnes satisfaisant aux conditions que 
nous venons d'indiquer, on pourra remplacer le symbole [gh) par la nota- 
tion a trois caracteristiques {ghi). 

La formule (9) prend une forme remarquable dans ce systeme de caracte- 
ristiques. 

Soient [fig- 5) 

OA = a, 0C=6, OE = c, AOC = iT; 

on aura • 

c^ = a^ -h 6^ H- 2 ah cos eJ. 

En substituant dans I'equation (9) la valeur de lah cos^deduite de cette 
formule, et remarquant que Ton a 

h" -+. gh = — hi, g"" + gh = — gi, 
on trouvera, pour le carre du parametre de la Rangee {ghi), 
{tv?) A^ = — hia" — gib' — ghc' = — ghi (^^-i-^^^Cy 

Th^oreme II . — Si une Rangee OP ( fig. 3 ) e^^ contemie dans r angle AOB 
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forme par deux Rangees conjuguees OA, OB, toutes les Rangees conju- 
guees de OP seront contenues dans le meme espace angulaire AOB. 

Prenons OA pour demi-axe des x positives, OB pour demi-axe des r posi- 
tives, et soient m, n les coordonnees numeriques du Sommet P, positives 
et plus grandes que zero. 

Supposons maintenant que Op soit une rangee conjuguee de OP, et soient 

m' =m^y n' = — n^, 

les coordonnees numeriques du Sommet p\ m^ et n^ sont des nombres 

entiers et positifs. La condition generale prescrite par T equation (i5) 

deviendra 

nm^ -h rnn^ = it i . 

Or il est impossible d'y satisfaire avec des valeurs positives et superieures 
a zero des nombres m^n^m^^n^, Ainsi, la Rangee Op ne pent etre conjuguee 
de OP. 

Par la meme raison, une Rangee telle que Oq (meme figure) ne pent etre 
conjuguee avec OP. Done, etc. 

Theorems III. — Le parallelogranime g^rierateur du Reseau a une aire 
constant e, de quelque maniere quit soit construit. 

Je designerai, desormais, par a»la surface du parallelogranime generateur 
d'un Reseau; soit OAmB [fig- 2) un tel parallelogramme. 

Les Rangees OP eiOp etant conjuguees, construisons sur OP, O/?, le 
parallelogramme OP/?^, qui sera la maille de notre Reseau, deduit de ce 
systeme de Rangees ; je dis que Ton a 

aire OV^p = aire OAmB = a>. 

En efFet, le parallelogramme OP^p a meme base que OAQP ; niais la 
hauteur est difFerente, et Ton a [equation (11)] 

OP^/?:OAQP::0/:OA:: 1 :/^, 

// etant I'ordonnee numerique du Sommet P. 
Mais, d'autre part, 

OAmB : OAQP : : OB : OB^^ ::i:n; 

3. 
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done 

aire OV^wp = aire OAmB = a>. 

Deuxieme demonstration. — Soient (m,/i) les coordonnees numeriques 
de P, {m\ n') celles Aep. On demontre, dans les Traites de Geometrie analy- 
tique, que le triangle joignant I'origine aux deux points dont les coordon- 
nees lineaires sont (?,>»), (^',»f'), a pour aire, si les axes coordonnes sont 
rectangulaires, la valeur absolue de T expression 

et, si les axes sont obliques et forment entre eux un angle (T, 

i(itr -?»»') sine?. 
Ainsi, en posant 

angle AOB = cr, 
on aura, an signe pres, 

airetri.0/7P = \^\n^ {nhm' a — man'h) = {aft sin ^(nm' — mn!)'^ 

done, a cause de Tequation (i 5), 

aire tri. O/7P = { aft sin S. 
Done 

aire 01? far p = ah sin 8 = aire OAm B = o). 

Troisieme demonstration, — Nous conviendrons de nommer densite du 
ReseaUy le nombre des Sommets contenus dans Tunite de surface, les dimen- 
sions de cette unite de surface etant supposees toutes les deux extremement 
grandes comparativement aux parametres des Rangees que Ton considere. 

Ceci pose, soient {fig. 3) 

OP = a', Op=b\ pOP^y, aireOP^/7 = «'; 
on aura 

eo = a'ft'sincJ'. 

Prenons sur la droite OP prolongee, et a partir de O, une longueur x 
tres-grande relativement a a', et a partir de O sur Op prolongee, une lon- 
gueur / tres-grande relativement aft', de maniere que le parallelogramme 
construit sur les deux longueurs k, / soit egal a I'unite de surface, et 
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qu'ainsi Ton ait 

Ks sin S' = 1. 

Le nombre de Sommets contenus dans ce parallelogramme se calculera 
comme le nombre des boulets de la base d'une pile rectangulaire, par la 
formule 

On aura done, p etant ce nombre, toujours tres-grand, 

X£ xtsincJ' I 

or le nombre p, qui mesure la densite du Reseau, doit rester constant, 
quel que soit le systeme d'axes conjugues que Ton ait adopte pour sa deter- 
mination. On aura done 

(23) a>' = a; = a& sin (T. 

Theoreme IV. — L'intervalle moyendes Sommets d'un Reseau est egal 
a la racine carree de I' aire de son parallelogramme generateur. 

Poisson (*) a designe par « intervalle moyen des molecules d'un corps » 
le cote d'un cube egal a Tunite de volume du corps divisee par le nombre 
des molecules que contient cette unite de volume. On pent appliquer cette 
definition au cas du plan, et nommer intenfalle moyen des Sommets d'un 
Reseau le cote d'un carre egal a Tunite de surface divisee par le nombre des 
Sommets qu'elle renferme. 

Soit i cet intervalle moyen : en continuant a designer par p le nombre 
des Sommets contenus dans I'unite de I'aire, on aura 

'--1^ 

done, d'apres le theoreme precedent, 

(24) g^ = a>, g = sjeo, 

CO etant I'aire constante du parallelogramme generateur du Reseau. 

(*) Journal de I'^cole Pol/technique, 20* cahier, page 5.— Mcnioircs de l* Academic des Sn'cncc.^, 
tome XVIU, page 7. 
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Probleme XII. — Trouver la largeur d'une bande, dans le systhne de 
Rangees dont la notation symbolique est {gh). 

Soient A la largeur inconnue de la bande, A le parametre des deux Ran- 
gees limitrophes qui I'embrassent : Taire du parallelogramme generateur 
sera egale a A A. On aura done 

(aS) AA=;=a>. 

Substituant les valeurs de A, o), tirees des equations (9) et (20), on 
aura 

. ab smi 

A — — y 

v/A'a*-|-g^*i*-f- 2ghabcosi 

ou, plus simplement, 

sin S 
A = 



Definition. — Je designe par triangle elementaire tout triangle ayant 
pour sommets trois Sommets du Reseau appartenant a deux Rangees limi- 
trophes. 

Un tel triangle est toujours la moitie de I'un des parallelogrammes gene- 
rateurs du Reseau. 

On pent le considerer comme formant la maille triangulaire du Reseau. 

Je designe sous le nom de triangle Slementaire principal, ou, plus brieve- 
ment, sous le nom de triangle principal, celui qui a pour base le plus petit 
parametre du Reseau, et dont les angles a la base sont aigus, Tun d'eux 
pouvant exceptionnellement devenir droit. 

Th^oreme V. — Les triangles elementaires ont une aire constante, egale 
a la moitie de I' aire du parallelogramme generateur. Le triangle ayant 
pour sommet Vorigine et pour base la droite qui joint les Sommets (m, /i), 
[m\ n')j a pour aire le produit de I' aire du triangle elementaire par la 
valeur absolue du facteur mn' — nm'. 

La premiere parlie du theoreme est evidente ; les aires des triangles ele- 
mentaires ont pour expression commune ^ co. 

Soient maintenant P, P' {fig- a) les Sommets a coordonnees numeriques 
(m, n), (m', n')\ on aura, d'apres la deuxieme demonstration du theo- 



SUR LES SYSTEMES DE POINTS DISTRIBUES REGULIEREMENT. 23 

reme III, 



aire tri. OPP' =^ah sin<J {nm' — mn). 
ah sin^ = ct>\ 



Or 

done 

(27) aire tri. OPP' = • eo {nm! — mn!). 



Si Ton multiplie m et n par un facteur commun D, le premier membre et 
le second membre deviennent tons les deux D fois plus considerables, de 
sorte que I'equation (27) n'est pas troublee; elle ne Test pas non plus dans 
le cas oil Ton multiplierait m' et /i' par un facteur D'. Done cette equation 
a toujours lieu, lors meme que m, n ou w', n' ne seraient pas premiers 
entre eux. 

Probleme XIII. — Trouver le triangle principal d'un Reseau. 

Choisissez arbitrairement un Sommet O {Jig- 4)> et cherebez parmi tons 
les autres Sommets le plus rapproche de O. 

Soit A ce Sommet, OA etant le parametre minimum du Reseau. En O 
et A, elevez les droites O/?, Am, perpendieulaires surOA, et cberchez dans 
Tespace indefini pOAm le Sommet le plus rapproche de la droite OA. Vous 
le rencontrerez necessairement en B, sur la Rangee limitrophe de OA. Joi- 
gnez OB et BA ; OAB sera le triangle principal du Reseau. 

Theoreme VI. — Le triangle principal est le seul triangle elementairc 
dont les trois angles soient aigus. 

En efFet, soit OAB {^fig- 5) le triangle principal. Menons la droite COF 
parallele a BA; les trois Rangees AOD, BOE, COF sont conjuguees deux a 
deux. Done tout triangle elementaire ayant son sommet en O sera contenii 
dans Tun des six espaces angulaires AOB, BOG , COD, DOE, EOF, FOA 
(theoreme II). Soit Oa^S un tel triangle ; la Rangee O7 menee par O paralii' 
lement a a^, etant conjuguee de Oa et de 0(3, devra etre contenue dans le 
meme espace angulaire AOB (theoreme II). Si le triangle Oa,3 avait ses 
trois angles aigus, I'espaee angulaire embrasse par les trois demi-droites Oa, 
Op, O7 devrait egaler ou surpasser 90 degres. Or cela n'est pas possible 
dans le cas actuel, puisque nous venons de demontrer que I'angle c(Oy est 
necessairement moindre que Tangle aigu ou droit AOB, 
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Done, pour obtenir un triangle acutangle, il faut faire coincider Oa avec 
OA, Op avec OB, et Ton retrouve ainsi le triangle principal. 

ScoUe. — Les six triangles qui composent I'hexagone ABCDEF sont 
tons egaux et superposables ; ils ne forment done qu'une seule solution. On 
remarquera que ces triangles sont de deux sortes : les uns, savoir, OAB, 
DOG, EFO, tournent leur parametre minimum vers le has, et peuvent etre 
amenes a epincidenee par une simple translation, sans rotation; les trois 
autres sont places dans une situation inverse, et Ton ne pent les faire 
coincider avec les precedents que par une rotation de i8o degres autour 
d'une normale au plan. 

Par exemple, DOG viendra coincider avec DOE par une demi-rotation, 
efFectuee dans son plan, autour du milieu O' de la base OD, commune aux 
deux triangles. Une demi-rotation autour de O amenerait DOG en coinci- 
dence avec AOF. 

Corollaire. — Le triangle principal n'ayant aucun de ses angles superieurs 
a 90 degres, on en conclura : 

1°. Que son angle minimum est compris entre zero et 60 degres inclusi- 
vement ; 

2°. Que son angle moyen est compris entre 45 et 90 degres inclusi- 
vement ; 

3**. Que son angle maximum est compris entre 60 et 90 degres inclusi- 
vement. 

Theoreme VII . — Le triangle principal appartient a la bande de lor- 



gear maximum. 



En effet, de T equation (26) on eonclut 



A — ^^ 



Or a> est constant pour tout le Reseau; done A atteint son maximum, 
lorsque le parametre atteint sa valeur minimum. Done, si Ton prend le para- 
metre minimum pour base du triangle principal, et si on lui mene une paral- 
lele par le sommet geometrique de ce triangle, la bande enfermee entre ces 
paralleles, et contenant le triangle principal, sera la bande de largeur maxi- 
mum de tout le Reseau. 

Scolie. — Gette valeur maximum de A ne pent etre inferieure k ay jf 
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si i'on designe par a le parametre minimum du Reseau. En efTet, dans la 
fig. 4, decrivez de O, comme centre, le quart de cercle ANP ; de A, comme 
centre, le quart de cercle ONM. IjC sommet B du triangle principal sera 
compris dans I'espace indefini/?PNMm. La hauteur A de ce triangle sera 
la plus petite possible, lorsque B coincidera avec N. Done, nommant A^, la 
largeur maximum des bandes du Reseau, on aura 

A, > ou =a\Jj 

Th^oreme VIIL — Le triangle principal contient les trois plus petit s 
parametres de tout le Reseau. 

Soient OA {fig* 5) le parametre minimum, et OB le plus petit des 
deux autres cotes du triangle principal; soient OAB, OBC les deux triangles 
principaux construits sur OB. La ligne Oi, normale a OA, passera entre 
les Sommets B et C. Pour un Sommet quelconque a appartenant a la Rangee 
BC prolongee, on aura evidemment 

/a>/B, ia>tC; 
done 

Oa>OB, Oa>OC, c'est-a-dire AB. 

Si le point a appartenait a la Rangee limitrophe de BC, a celle qui coupe la 
normale OiV a la distance 0/'= 2O/, on aurait 

Oa>0/'; 
or on a d*ailleurs 

Oi' = 2 0/ = 2 AB X sin OAB. 

Mais, de plus, en vertu du coroUaire du theoreme VI, OAB etant Tangle 

moyen, 

OAB> ou =45"*, 2sinOAB> ou =\f^\ 
done 

Oa>AB v/2. 

Ainsi, dans tous les cas, le parametre Oa surpassera le parametre AB, 
lequel est, par hypothese, le plus grand cote du triangle principal. 

Scolie. — II est bien entendu que Ton pent avoir exceptionnellement . 

OB=:OA, etmeme OC = 0B = OA. 

XXXIIV Cahier. 4 
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On peut aussi avoir exceptionnellement Oa = OG, mais senlement dans 
I le cas oil le triangle BOA serait rectangle en O. 

Corollcdre. ^- Le triangle principal est le triangle de perimetre minimum 
panni tons les triangles elementaires du Reseau. 

THEORfeME IX. — Un point quelconque etant pris dans I'interieur dun 
triangle principal, Van des trois sommets de ce triangle sera toujours pliLs 
rapproche de ce point que tout autre Sommet du Reseau. 

On demontrerait ce theoreme en decrivant sur OA, OB, BA {fig- 5), 
comme diametres, des demi-circonferences exterieures au triangle BOA, et 
remarquant que ces trois demi-cercles ne pen vent contenir aucun Sommet. 

§ III. — Des Reseau x symetriques. 

Definitions. — Toute droite qui partage un Reseau en deux moities syme- 
triques, c'est-a-dire susceptibles d'etre amenees a coincidence, Sommet sur 
Sommet, par une demi-rotation de Tune de ces moities autour de la droite, 
sera dite axe de sy metric du Reseau. Les Sommets, ainsi amenes a coin- 
cidence, seront dits homologues par rapport a I'axe de symetrie. Nous ver- 
rons bientot que ces axes peuvent toujours etre consideres comme etant des 
Rangees. Le Reseau qui possede on ou plusieurs axes de symetrie sera dit 
Reseau symetrique; il sera dit a^ymetrique, dans le cas contraire. 

Lorsque le Reseau possede plusieurs axes de symetrie, ces axes peuvent 
etre d^e meme espece ou despeces differentes. 

Deux axes de symetrie sont dits de meme espece, lorsque la configura- 
tion du Reseau est la meme autour de chacun d'eux, ce qui exige, comme 
J3remiere condition, qu'ils aient le meme parametre. Alors,.si on lie par la 
[>ensee les Sommets du Reseau a chacun de ces axes, par exemple, au moyen 
de normales abaissees sui* ces axes, de maniere a figurer deux Reseaux 
egaux, superposes Sommet sur Sommet, et si Tun de ces systemes est sup- 
pose mobile, il faudra, pour que les axes soient de meme espece, que Ton 
puisse, par des mouvements convenables du Reseau mobile, faire coincider 
en meme temps I'axe mobile avec I'axe fixe, les Sommets mobiles avec les 
Sommets fixes. 

Deux axes de symetrie sont d'especes difFerentes lorsque la configuration 
du Reseau n'est pas la meme autour de chacun d'eux. 
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Thboreme X. — A tout axe de sym&trie ne contenant aucun Sommet 
dut^ Heseau, correspondent d'autres axes paralleles et passant par des Sow- 
met s; le triangle principal est alors rectangle. 

Soit GH un tel axe de symetrie [fig- G) ; soient A un Sommet, et A' le 
Sommet homologue de A, sur uue ligne normale a GH. Joignons A, A', et 
choisissons sur la Rangee AA' les deux Sommets les plus rapproches de Taxe 
GH, I'un d'un cote et I'autre de Tautre. Supposons que les Sommets A, 
A' satisfassent a cette condition, et menons AB, A'B' paralleles a GH. 

Soit maintenant BB' la Rangee limitrophe de la Rangee AA' : son para- 
metre sera necessairement egal a AA'; ses points d' intersection avec les 
droites AB, A'B' seront des Sommets du Reseau ; car, si un Sommet tombait 
entre B et B', il serait a une distance de son homologue moindre que le 
parametre AA', ce qui ne saurait etre. Done AB, A'B' seront des Rangees 
(le parametre AB = A'B', et conjuguees avec AA', BB'. Ces Rangees sont 
cvidemment des axes de symetrie. Le triangle principal est alors A'AB, 
on A'B'B; il est rectangle. 

Corollaire, — On peut remplacer I'axe GH par les axes de symetrie AB, 
A'B' qui lui sont paralleles, ou par une Rangee quelconque parallele a AB 
qui, elle aussi, sera evidemment un axe de symetrie. 

On dit alors que le l\.ese^u possede un axe de symetrie parallele a AB. On 
doit entendre par la que toutes les Rangees paralleles a AB sont de tels 
axes. 

Apres avoir trouve un systeme d'axes de symetrie paralleles, et passant 
par des Sommets, on pourra se deniander s'il n'existerait pas des axes paral- 
leles aux precedents, et ne contenant aucun Sommet. Je designe ces der- 
niers sous le nom d'axes intermediaires : mais, conmie, loi'sque de tels 
axes se rencontrent. ils n'introduisent aucune notion nouvelle dans Tetude 
(les Reseaux, je m'abstiendrai de les considerer, et je supposerai desor- 
niais que tout axe de symetrie passe par un Sommet. 

Fheoreme XI. — Tout axe de symetrie passant par un Sommet est une 
des Rangees du Reseau, 

Soit GOH {fig. 7 ) Taxe passant par le Sommet O, et soit A un autre Som- 
met en dehors de I'axe; le point A a son homologue en A', en vertu de la 
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symetfie dont jouit I'axe GOIl : mais, d'autre part, en vertu de la symetrie 
generale de toutReseau, A' a iin Somniet correspondant en A'^de I'autre cote 
de O par rapport a A'. Done la droite A A" est une Rangee ; mais elle est paral- 
lele a GOH : done GOH est aussi une Rangee du Reseau. 

Theoreme XII. — A tout axe de symetrie correspond un second axe de 
symetrie qui lui est perpendiculaire, et le coupe sur un. Sommet. 

Si Ton mene {fig^ 7) la droite lOK, passant par le Sommet O et normale 
a GOH, elle sera perpendiculaire sur le milieu de AA'': done, a tout Som- 
met A correspond un autre Sommet A", qui est son homologue par rapport 
a lOK ; done lOK est aussi un axe de symetrie du Reseau. 

Theoreme XIII. — A tout axe de symetrie correspondent une infinite 
d *autres axes de symetrie qui lui sont paralleles et passent par tons les 
Sommets du Reseau. 

C'est unresultat des lois generales de la distribution reguliere des Sommets 
dans un Reseau quelconque. 

Ija symetrie du Reseau, suivant une direction determines n'est jamais 
c*aracterisee par un axe uniqiie, mais bien par un systeme d'axes paral- 
leles, formant un systeme complet de Raiigees paralleles entre elles, embras- 
sant tons les Sommets du Reseau. 

Theoreme XIV. — Tout Reseau pourvu d'un axe de symetrie a pour 
triangle principal un triangle rectangle ou un triangle isocele. 

Em efFet, spit OMm {fig. 8) I'axe de symetrie passant par deux Sounnets 
voisins O , M ; soit O'M' la droite sur laquelle est situee la Rangee limitrophe 
de OM. Le segment O'M', intercepte entre les perpendiculaires 00', MiM', 
doit contenir un des Sommets du Reseau. 

Soit done N ce Sommet ayant son homologue en N\ Si Ton fait 

M'N''=0'N = 0"iV, 



la droite MN'' sera egale et parallele a ON': ainsi N" sera Tun des Sonmiets 
du Reseau (theoreme I). Or il ne pent exister deux Sommets distincts N, N'^ 
entre O' et M'. II faut done que Tune des deux choses suivantes ait lieu : 
1^ ou que Ton ait NN"= O'M', auquel cas N tombe en O' et N" en M'; 
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'jJ" ou que Ton ait NN'' = o. Dans le premier cas, le triangle principal sera 
COM ou OMM', c'est-a-dire rectangle. Dans le second cas, N coincide 
avec le milieu P de O'M'; le triangle 0PM est isocele, et, de plus, si 
POM > 45 degres, il est le triangle principal du Reseau : mais si Ton a 
POM < 45 degres, F etant le Sommet homologue du Sommet P, le tri- 
angle POP' sera le triangle principal (theoreme VI) ; il sera pareillement 
isocele. 

CorolLaire I. — Tout Reseau dont le triangle principal est scalene est 
asymetrique. 

CoroUaire II. — Tout Reseau symetrique a pour parallelogramme gene- 
rateur un rectangle ou un rhombe : le rectangle OO'M'M {fig. 8), si le 
triangle principal est OO'M; le rhombe OPMP', si le triangle principal est 
OPP'ouOPM. 

Theoreme XV. — Reciproquement, si le triangle principal est rectangle, 
le Reseau possede deux axes de symetrie paralleles aux petits cotes du 
triangle; si le triangle prirwipal est isocele, le Reseau possede deux a.ves 
de symetrie y Vun par allele et V autre perpendiculaire a la base. 

Le Reseau a maille rectangulaire a pour axes les cotes du rectangle; il 
existe, dans ce cas, des axes de symetrie intermediaires, paralleles aux 
precedents, et passant par les centres des rectangles generateurs. Le Reseau 
a maille rhombe a pour axes les diagonales du rhombe. 

Definition. — Centrer un Reseau, centrer les niailles d*un. Reseau, e'est 
ajouter de nouveaux Sommets au centre de chacun des parallelogranmies 
generateurs du Reseau. 

Th^orIEME XVI. — Si I* on centre tous les rectangles dun Reseau a maille 
rectangulaire, on forme un Reseau a maille rhombe; si I'on centre tous 
les rhombes d'un Reseau a maille rhombe, le Reseau devient rectangu- 
laire. 

Gette proposition est evidente; il importe de remarquer que ces clian- 
{^ements n'alterent pas les axes de symetrie du systeme. 

Theoreme XVIL — Les memes systemes de Rangees se rencontrent dans 
le Reseau a rhombes centres et dans le Reseau a rhomhes non centres: 
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// en est de meme pour les Reseaux a mailles rectangulaires cerUrees 
on non centrees. 

Soit ahc.j ABC... (Jig. 9) un Reseau rhombiquea maille AaBa, et 
coiisiderons le systeme des Rangees paralleles a Tune des diagonales du 
rhombe, par exemple a AB. Si I'on prend cette diagonale pouraxedesa, 
line quelconque des Rangees paralleles a cet axe sera caracterisee par 
r equation numerique 

oil n est un nombre entier quelconque. 

Le Reseau rhombique se change dans le Reseau rectangulaire a maille 
ABA'B', si Ton supprime toutes les Rangees representees par Tequation 

r = ay + I , 

/ etant un nombre entier quelconque. Cette suppression fait disparaitre 
tous les Sommets a ordonnee numerique impaire. 

La Rangee qui reunit deux Sommets a ordonnees paires 2y et 2y' existe 
evidemment, et dans le Reseau primitif et dans le Reseau dedouble. Si Ton 
joint un Sommet a ordonnee paire 2J avec un Sommet a ordonnee ay' H- i , 
la Rangee ainsi obtenue, prolongee au dela de ce dernier Sommet d'une 
({uantite egale a Tintervalle des deux Sommets donnes, aboutira a un 
troisieme Sommet ayant une ordonnee egale a 4y '-H ^ — ^j\ paire par con- 
sequent; cette Rangee appartiendra done au Reseau dedouble, mais son 
parametre y sera deux fois plus grand que dans le Reseau primitif. 

Enfin, si Ton reunit deux Sommets d'ordonnees impaires ay -h i et 
2/'+ I, la Rangee ainsi obtenue n'existe pas, il est vrai, dans le Reseau 
dedouble; mais, si on lui mene une parallele par le Sommet servant d'ori- 
gine, Textremite du parametre aboutira a un Sommet ayant pour ordonnee 
± (2y' — 2y ), et qui fait partie des Rangees du Reseau dedouble. 

Done le dedoublemetit du Reseau n'a fait disparaitre aucun systeme de 
Rangees. 

On prouverait de meme que si, dans le Reseau a maille rectangulaire 
/7'Aft'A' {Jig- 10), on supprime, dans le systeme des Rangees paralleles aux 
diagonales ab\ AB, toutes les Rangees d'ordre impair, telles que abc^ 
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aV c'd!^..,^ le Reseau a maille rhombe ABA'B', provenant de cette 
soustraction, offrira les memes systenies de Rangees que le Reseau priniitif , 
sauf des alterations necessaires dans les parametres de ces Rangees, ou dans 
les intervalles qui les separent. 

Theoreme XVin. — Si le triangle principal d'un Reseau est a la fois 
rectangle et isocele, le Reseau aura quatre systemes d'axes : deux systemes, 
rectangulaires entre eux et de meme espece, auront pour parametres Ivs 
cotes du carre generaZeur; deux autres systemes d'une autre espece que 
les precedents seronJt pareillement rectangulaires entre eux; ils auront 
pour parametres les diagonales du carre generateur et couperont les a res 
precedents sous des angles de l^b degres. 

C'est une consequence evidente du theoreme XV. 

Theoreme XIX. — Si le triangle principal est equilateral, le Reseau 
possedera six systemes d'a^es : trois systemes d'une premiere espece seroiit 
diriges suivant les cotes du triangle principal; trois autres systemes pareiis 
enzre eux, mais d'une autre espece que les precedents y seront perpendi- 
culaires aux cotes du triangle principal. 

C'est encore une consequence du theorenje XV. ha Jig. ii represents 
la disposition des axes; les lignes pleines correspondent aux axes de la 
premiere espece; les lignes pointillees aux axes de la deuxieme espece. 

Classification des Reseaux symetriques, 

Au point de vue de leur symetrie, on pent distinguer quatre classes 
distinctes de Reseaux : 

Premiere classe. — Reseaux a six axes de symetrie, trois d'une espece et 
trois d'une autre espece. Gette classe n'offre qu'un seul mode ; le Reseau a 
maille triequiangle ayant pour parallelogramme generateur un rhombe a 
angles de 60 et 120 degres (yoyez theoreme XIX). 

Deuxieme classe. — Reseaux a quatre axes de symetrie, deux d'une 
espece et deux d'une autre espece. Cette classe n'offre qu'un seul mode; le 
Reseau a maille carree {voyez theoreme XVIII). 

Troisikme classe. — Reseaux a deux axes de symetrie. Cette classe offi-e 
deux modes distincts : le Reseau a maille rhombe, ou rectangle centree; le 
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Reseau a maille rectangulaire, ou rbombe centree (theoremes XV et XVI). 
Les deux axes sont rectangulaires entre eux et d'especes differentes. 

Quatrieme classe. — Reseaux asymetriques ; la maille est un parailelo- 
gramme a cotes inegaux, et dont les angles different de 90 degres. 

V 

Des Rangees de meme espece dans les Reseaux symetriques. 

Definition. — Nous supposerons, comme a la page 26, que, dans le Reseau 
donne, existent deux Reseaux egaux, superposes Sommets sur Sommets, de 
maniere a figurer un Reseau unique. L'un des deux Reseaux sera eonsidere 
comme invariiable de position; mais I'autre pourra se mouvoir tout d'une 
piece, soit par translation, soit par rotation. 

Geci pose, si, etant donnee une Rangee du Reseau mobile coincidant avec 
la Rangee fixe aba... avant tout deplacement, on pent, par des mouyements 
convenables du Reseau mobile, faire coincider cette Rangee avec la Rangee 
fixe ARC..., la coincidence des deux Reseaux, Sommets a Sommets, ayant 
lieu simultanement, on dira que les Rangees ahc... et ABC... sont de meme 
espece. 

Th]^oreme XX, — Deux Rangees paralleles peuvent toujours etre consi- 
der Ses comme eiant de meme espece. 

Car, en donnant au Reseau mobile un mouvement convenable de trans- 
lation, sans rotation, on pourra toujours amener la coincidence desiree. 

Th^oreme XXL — Deux Rangees sont de meme espece, si elles ont le 
meme par ametre, et si sur ces parametres ^ comme ba^es, onpeut construire 
deux triangles elerhentaires egaux entre eux. 

On peut toujours, par simple translation, faire coincider un Sommet de la 
Rangee mobile avec un Sommet de la Rangee fixe. Soit done O {fig* 1 2) le 
Sommet commun; soit OA la Rangee mobile sur le parametre OA de laquelle 
on a contruit le triangle elementaire OAa; soit OA' la Rangee fixe sur le pa- 
rametre OA' de laquelle on a construit le triangle elementaire OMa . On a, 
par hypothese, 0A= OA'. II est permis de supposer que Ton a Oa = Oa'; 
car, si Ton avait Oa'= a A, I'un des triangles elementaires pourrait etre 
construit du cote oppose du parametre qui lui sert de base, et la relation 
Oa = Ort' serait alors satisfaite. 
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Si maintenant nous falsons tourner le Reseau mobile, d'une quantite angu- 
laire egale a AOA', autour d'un axe de rotation passant par O et normal au 
plan du Reseau, les deux triangles elementaires coincideront, et la superpo- 
sition des deux Reseaux sera complete. 

Dans le cas ou les deux triangles elementaires seraient inversement dis- 
poses, comme le sont OaA et Oa'" M" ^ on ne pourrait obtenir la coincidence 
par rotation autour de la normale au plan; mais, alors, on y parviendra en 
faisant tourner le Reseau mobile de i8o degres autour de la droite 00', 
bissectrice de Tangle AOA"'. Done, dans ce cas encore, les deux Rangees 
seront de meme espece. 

ScoUe. — La bissectrice de Tangle forme par deux Rangees a triangles 
elementaires egaux , mais inversement disposes , est un axe de symetrie du 
Reseau. 

Definition. — Les Rangees OA, OA' {fig> 1 2), dont les triangles elemen- 
taires peuvent etre amenes a coincidence par rotation autour de la nor- 
male passant par O, seront dites directement semhlables. Les Rangees OA, 
OA'", dont les triangles elementaires sont inversement disposes, seront 
dites inversement semblables, 

Lorsque les deux triangles elementaires, construits sur les parametres 
comme bases, sont isoceles, les Rangees sont en meme temps directement 
semblables et inversement semblables. 

Theoreme XXIL — Deux Rangees tiomologues par rapport a Vun des 
axes de symetrie du Reseau sont de meme espece et inversement semblables . 
La similitude inverse est alors un resultat de la symetrie. 

Theoreme XXIIL — Sil existe deux ou plusieurs Rangees de meme 
espece^ et directement semblables^ partant d*un meme Sommet^ le systeme 
complet de ces Rangees divise en parties egales Vespace emironnant ce 
Sommet. 

Parini les Rangees directement semblables a OA {fig. 12), il est permis 
de considerer celle qui fait avec OA Tangle minimum. Soit OA' cette Ran- 
gee. Faisons tourner le Reseau mobile autour de la normale passant par 
O, jusqu'a ce que la Rangee mobile OA vienne coincider avec la Rangee 
fixe OA'. Dans ce mouvement, la Rangee mobile OA' arrivera en OA", qui 
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I (levra etre Tune des Rangees du Reseau fixe, et Ton trouvera ainsi 

! • A'OA'' = AO/V. 

i 

Une rotatioa angulaire de meme amplitude que la precedente, et dans le 
\ meme sens, amenera la Rangee mobile OA en OA'* ; eh continuant de la sorte, 

I OA finira par coincider avec Oa, prolongement de OA, apres une rotation 

totale de 1 80 degres. Toutes les Rangees OA, OA', OA'', . . . , ainsi obtenues, 
i seront directement semblables, et si Ton designe par q le nombre total de 

ces Rangees, on aura 

AOA'=^°. 



Theoreme XXIV. — Le nombre total des Rangees de meme espece et 
directement semblables dans iin Reseau ne pent etre superieur a trois. 

Soit q le nombre total des Rangees directement semblables; soit O 
i/lg'i^) leur Sommet commun, et soit OM le parametre minimum du 

Reseau. Faites toutner OM autour de O d'un angle egal a : on salt 

(theoreme precedent) que, dans ce mouvement, le Reseau mobile revient 
coincider avec le Reseau fixe. 

Soit done MOM'=-^-^; M' sera Tun des Sommets du Reseau. Decrivez 

un cercle de centre O et de rayon OM, et faites arcM"M' = arcM'M, 
arcM'"M"=arcM"M', etc. : les points M, M', M" appartiendront tons au 
Reseau, et les cordes MM', M'M" seront les cotes d'un polygone regulier 
inscrit, a nombre de cotes egal a 2^. 

Ce polygone ne pent etre qu'un carre ou un hexagone. En efFet, ache- 
vons le losange MM' M"m : on aura evidemment angle M' Mm = angle M'OM; 
ainsi les triangles M'OM, M'Mm seront isoceles et semblables, et Ton aura 



Mm = ^ 



Done, si M'M <0M, on aura, a fortiori, M'w<OM; m etant un Sommet 
du Reseau, OM ne serait plus le parametre minimum. Or, pour tout poly- 
gone regulier inscrit d'un nombre de cotes superieur a six, le cote est infe- 
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rieur au rayon. Done le polygone MM'M'^.. sera un carre on un hexa- 
gone, et le nombre q sera egal a 2 ou a 3, Si //= 2, le Reseau sera a maille 
carree; si 5r=: 3, le Reseau sera a maille trieqniangle. 

Corollaire. — L'angle forme par deux Rangees directement semblables 
lie peut etre egal qu'a 60 ou a 90 degres. 

Theoreme XXV. — // ne peut y a^^oir de Rangees de menie espece, et 
directement semblables, que dans les Reseaux a maille carree ou tri- 
equiangle. 

Ge theoreme est une consequence du corollaire precedent. Les deux sui- 
vants, qui n'exigent aucune demonstration, en sont les reciproques. 

Thi^oreme XXVI. — Dans tout Reseau a maille carree, tournant dans 
son plan autour d'un de ses Sommets,le lieu des Sommets redevient le meme 
a clmque quart de tour, et a tout systeme de Rangees correspond un autre 
systeme de Rangees de meme espece et directement semblables, qui lui est 
oerpendiculawe. 

Theoreme XXVII . — Dans tout Reseau a maille tricquiangle, tournant 
autour d'un de ses Sommets, le lieu des Sommets redevient le meme a chaque 
sijoieme de tour, et a tout systeme de Rangees correspondent deux autres 
systemes de Rangees de meme espece et directement semblables, inclines de 
60 degres sur le systeme donne. 

Definitions. — Lorsqu^un Reseau, tournant autour d'une droite normale 
a son plan, recouvre les positions de ses Sommets a chaque quart de tour, 
cette droite sera dite un a.rc de sy metric quaternaire du Reseau, Lorsque 
le lieu des Sommets redevient le meme a chaque sixieme d^ tour, Taxe de 
rotation est un axede sy metric senaire. Ces axes, lorsqu'ils existent, consti- 
tuent un systeme de droites paralleles passant par chaque Sommet. 

La symetrie quaternaire caracterise le Reseau a maille carree ; la symetrie 
senaire, le Reseau a maille triequiangle. 

Les fig. 1 4? 1 5 et 16 representent le mode de disposition des Rangees 

de meme espece (soit directement, soit inversement semblables) , autour d'uii 

meme Sommet O, pour ces diverses classes de Reseaux. Les lignes pleines 

sont les axes de symetrie ; les traits de longueur in^gale indiquent les axes 

de difFerentes especes ; les lignes pointillees sont les Rangees dont T espece 

5. 
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est la nieme que cel!e dune Rangee de parametre donne. La Jig. i^ se rap- 
porte aux Reseaux de la premiere classe, a maille triequiangle ; la^g*. i5, 
aux Reseaux de la deuxieme classe, ou a maille carree; la y?g^. i6, aux 
Reseaux de la troisieme classe, a maiile rhombe ou rectangulaire. 

Theoreme XXVIII. — // ne peut y avoir de liangees de meme espece et 
de directions differ entes dans un Reseau asymetrique, 

Cela est evident pour les Rangees inversement semblables [voyez le corol- 
laire du theoreme XXI). Cela n'est pas moins evident pour des Rangees 
directement semblables, en vertu du theoreme XXV. 

Theoreme XXIX. — Deux axes de symetrie de meme espece sont des 
Rangees de meme espece pour le Reseau, 

Ces axes sont des Rangees du Reseau (theoremes X et XI), et puisque 
la coincidence de deux tels axes entraine celle du Reseau fixe avec le Reseau 
mobile, ces Rangees sont de meme espece (definition de la page Sa). 

Definition, — On peut definir angles de meme espece dans un Reseau 
deux angles egaux compris entre des Rangees de meme e&pece deux a deux. 

§ IV. — Des x\ssemblages en general. 

Nous considererons T Assemblage de laifig. i , dont le Sommet O est pris 
pour origine des coordonnees, et qui est construit au moyen des trois Ran- 
gees OAA' A^ . . , OBB' B^ . . , ODD' D^ . . . Nous designerons par a, b, d les 
parametres de c^s Rangees, savpir, 

(28) OA = a, OR =6, 0D=:6i; 

0, w, ^seront les coordonnees lineaires des points de Tespace rapportes aux 
axes obliques OA, OB, OD; m, n^ p representeront des coordonnees 
numeriques de Sommets definis; x^ j, z seront des coordonnees nume- 
riques mobiles^ appartenant a des Sommets indetermines, de sorte que Ton 
aura, suivant les cas, 

(29) |=m, i=n, 1=/,, 

(30) i = ^, l-y, i=.. 
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On remarquera que T Assemblage entier pent etre considere comme une 
surface a nappes distinctes «t fermees, venant s'evanouir chacune en un des 



Sommets de TAssemblage. 

L'equation de cette surface pent s'ecrire sous la forme 

sin^ - TT H- sin^ r ^ + sin^ ^ ^ = o. 

aba 

Probleme XIV. — Trouver V equation cVune Rangee passant par Vori- 
gine el par un Sommet donne T ( fig. 20). 

Soient m, n^ p les coordonnees numeriques de T; Tequation de OT en 
coordonnees lineaires et courantes sera 

ma nb pd^ 

en coordonnees numeriques, on aura 

(3i) ^ = 1 = 1. 

Si m, n^ p avaient un plus grand connnun diviseur D, le Sommet 
( 5' 5' n ) ^PP^r^i^i^drait a la Rangee OT, et serait, parmi tons les Som- 
mets de la Bangee, le plus rapproche du Sommet O. Si //?, n^ p n'ont 
d'autre diviseur commun que T unite, OT est le parametre de la Rangee. 

Je supposerai, dorenavant, que les Sommets que nous aurons T occasion 
de joindre par une droite avec Torigine satisfont a cette condition, que leurs 
trois coordonnees numeriques n'aient d'autre diviseur commun queTunite. 

Notation. — La Rangee allant de Torigine au Sommet (w, a?,/;), m, ti 
et p n'ayant aucun diviseur commun, sera designee, dorenavant, par le 
syrabole mnp. 

Theoreme XXX. — Soient T, T^ deux Sommets dun Assemblage 
(fig. 20) ; si^ par un troisieme Sommet 0, on mene la droite Ot egale et 
parallele a TT', Vextremite de cette droite sera un quatrieme Sommet dc 
r Assemblage. 

Ce theoreme se demontrerait comme le theoreme I. 
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Probleaie XV. — Trouper V Equation generate des Ran gees par alleles 
a la RangSe OT (fig. 20), dont le symbole est mnp. 

Soient m', w', p' les coordonnees d'un second Sommet T' pris arbitraire- 
nient : la Rangee menee par ce Sommet, parallelement a DT, aura pour 
equation, en coordonnees numeriques, 

(32) =-^ = —' 

Probleme XVI. — Trouper le parametre de la Rangee OT et de se.s 
paraUeles (fig. 20). 

Soient a, |3, <$" les angles que forment entre eux les trois demi-axes des 
coordonnees positives sur le plan des 72, sur le plan des xz et sur le plan 
des xy. 

Convenons de designer par Pmn/? le parametre de la Rangee OT allant 
de Torigine au Sommet (m, /i, p) : on aura, par une foimule connue, pour la 
valeur du carre de ce parametre, 

I P^mnp =m^a^ -\-n^h^ -hp^'d' 

I H- 2 mnab cos ^-h ^rnpad cos ^ -f- unpbd cos a. 

On pourrait, dans cette formule, remplacer a par Pioo, b par Poio, 
rf par Pool. 

Probleme XVII. — Trouifer l' equation du plan reticuluire passant par 
lorigine O et par les deux Sommets T e^ T' (fig. 20). 

Les formules de la Geometric analytique donnent 

^[nbpd' — pdn'b) -+- in{pdm^ a — map' d) + Z,{man'b — nbw! a) = o; 
et, divisant par abd^ 
(34) x{np' — pn') H-.r(/?/w' — ^^p') + z{nin — nm') = o. 

Soit maintenant D le plus grand commun diviseur des binomes np' — pn\ 
pm' — mp\ mn' — mn : posons 

/QP:\ np' — pn ' _ ^ pm' — pm' _ ,^ mn'—nm' _ j^ 
(JD; D ~ ^' D ~ ' D ~ ' 
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il viendra 

(36) gx-hhf-^kz = o. 

Notation, definition. — Nous adopterons la notation symbolique (ghk) 
pour representer T ensemble des plans reticulaires paralleles au plan OTT' : 
les nombres entiers g^h^k^ positifs ou negatifs, seront les caracteristiques 
de ce systeme de plans reticulaires par rapport aux axes des a?, des > 
et des z. Dans le cas oil ce symbole [ghk) offrirait de rambiguite, on 
le remplacerait par {g, h, k). Si Tune des trois caracteristiques, k par 
exemple, prenait le signe — , on le placerait au-dessus de cette caracteris-^ 
tique, ce qui changerait {ghk) en {ghk). 

De ces conventions il resulte que le symbole du plan des xy sera (ooi), 
celui du plan des xz (oio), celui du plan des yz (lOo). 

Theoreme XXXI. — La trace d*un plan reticulaif^e quelconque pas- 
sant par I'origine, tel que OTT' (fig. 20), stir I'un des trois plans coor- 
donnes^ est une Rangee commune aux Reseaux de ces deux plans . 

liCs equations de cette trace sur le plan des xy sont 

z = 0, g*^ -+- hy = o. 

La seconde de ces equations est satisfaite par x = g^ y = — h: done 
cette trace est une Rangee. Si g et h ne sont pas premiers entre eux, il 
existe d'autres Sommets entre Torigine et le point x = A, y =z — g, Soit, 
en general, D le plus grand commun diviseur de g^ h; la trace du plan 

(ghk) sur le plan des xy sera une Rangee de symbole ( ^ k )• 

Corollaire /. — L'intersection de deux plans reticulaires (|uelconques 
sera une Rangee commune aux Reseaux des deux plans, pourvu' qu'elle 
contienne un Sommet ; car Ton pent toujours prendre Tun des deux plans 
pour plan des xy (probleme I), et le Sommet commun pbur origine. 

Corollaire IL — Si cette intersection ne passe par aucun des Sommets de 
r Assemblage, elle est du moins parallele a un certain systeme de Rangees. 
Pour obtenir ces dernieres, on menera par un Sommet arbitrairement choisi 
deux plans reticulaires paralleles aux plans donnes ; leur intersection fei a 
connaitre une des Rangees de ce systeme. 
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Probleme XVIII. — Trous^er V equation generale des plans reticulaires 
paraUeles au plan OTT' (fig. 20), et dont le symbole est [ghk). 

Par le Sommet (m'^ ^'^/?'0 "^^J^ons un plan parallele a OTT; son 
equation sera 

gx H- hy -\- kz^=^ gm'^ -h hn^' -{- kp" ^ 
ou 

(37) gJC-\-hY ^kz =C, 

en designant le dernier niembre par C : C est necessairement un nombre 
entier. Cette equation, aussi generale que possible, embrasse tout le 
systeme des plans reticulaires paralleles a OTT'. 

Probleme XIX. — Trouver V equation des plans reticulaires limitrophis 
du plan OTT {Jig. uo). 

On sait, par la theorie des fractions continues, que si g. It, X- n'ont 
d autre diviseur commun que Funite, il sera toujours possible de satisfaire 
a la double equation 

(38) gx~^hr-\-kz = ±i, 

par des valeurs entieres de j:, j, z. 

Les deux plans reticulaires fournis par cette equation sont les limi- 
trophes du plan OTT'; car, pour tout autre plan dont Tequation serait 

gx -h hy H- *z = C, 

les intersections avec les axes des x^ des y et des z auraient lieu a des 
distances de Torigine plus considerables que pour les plans de Tequa- 
tion (38). 

On pourrait aussi demontrer ce theoreme sans recourir a la theorie des 
firactions continues. 

Probleme XX. — Dans un systeme de plans reticulaires dont la 
notation s^^mbolique est [ghk)^ on demande quel nombre de strates de ce 
systeme est compris entre le Sommet a coordonnees M , jN , P e^ ^ Sommet 
a coordonnees M', N', P'. 

(^oncevons que le plan reticulaire 

gx -\- hy -{- kz=^ \ . . 

recoive T unite pour nuinero d'ordre, que le plan suivant recoive le 
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n*" 2, etc.; le plan 

gx -h AjH- kz = C 
aura le numero d'ordre C. 

Soient maintenant G et C les numeros d'ordre des plans reticulaires 
passant par les Sommets (M, N, P) et (M', N', P') : on aura 

C= g^M + ^N + kP, a= ^M'+ AN'+ AP'. 

Ainsi le nombre des strates interceptees entre les deux Sommets donnes 
aura pour valeur, au signe pres, 

g{M— W) H- A (N — N') + )t (P — F) . 

Probleme XXI. — Trouver la condition pour quun plan reticulaire 
de symbole {ghk)^ passant par Vorigine, soil conjugue a une Rangee allatit 
de Vorigine au Sommet (m", n" , p"). 

II faut evidemment que le Sommet {nt\ n'\ p'^) soit situe sur Tun des 
deux plans reticulaires limitrophes du plan 

gx -\- hy -\-kz=^o. 

Ainsi la condition cherchee sera 

(39) gm'^hn'-^kp' = ±i. 

Si le plan {ghk) contient les Sommets (m, /^,/7), {m\ n\ /?'), comme cela 
a ete suppose ci-dessus (probleme XVII), et si Ton remplace, dans Tequa- 
tion (89), g^ hetk par leurs valeurs tirees des equations (35), la condition 
cherchee deviendra 

(40) m" [np' — pn*) -h n" [pm — mp') -+- p" {mn — nm') = =t D. 

Dans cette formule, D est le plus grand commun diviseur des binomes 
np' — pn , pm — pm , mn — nm . 

Theoreme XXXII. — Si trois Rangees, partant dun meme Sommet, 
sont conjuguees dans I'espage, deux d entre elles seront conjuguees, Vune 
par rapport a V autre y sur leur plan dejonction. 

Cette proposition resulte evidemment de la definition des Rangees 
conjuguees (page 7). 

XXXIIP Cahier. 6 
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Le parajlelipipede construit sur les parametres de ces trois Rangees est 
un des parallelipipedes generateurs de TAssemblage : les trois faces qui s*as- 
semblent a I'origine forment trois plans conjugues ayant pour plans limi- 
trophes les trois autres faces. 

Theoreme XXXUI. — Si ton remplace le systeme des trois Rangees 
conjuguees OA, OB, OD (fig. I'j) par le systeme des trois Rangees conju- 
guees OA', OB, OD, le volume du parallelipipede ne serapa^s altSre par ce 
r/mngement. 

En eflfet, la droite A A' sera situee dans un plan parallele au plan BOD; 
ainsi, les parallelipipedes generateurs, dans les deux systenies d'axes, auront 
la meme base OBB'D, et leurs hauteurs seront egales. 

Theoreme XXXIV. — Si I' on substitue au systeme des trois Rangees 
conjuguees OA, OB, OD (fig. 1 7) , fe systeme OA, OB', OD', les Rangees OB' 
et OD' etant conjuguees I'une de V autre sur le plan BOD, le volume da 
parallelipipede generateur r ester a le meme apres ce changement. 

Car les bases parallelogrammiques de ces parallelipipedes ont meme sur- 
face sur le plan OBD (theoreme III ) ; les hauteurs sont les memes : done les 
volumes sont egaux. 

Theoreme XXXV. — Le parallelipipede generateur d'un Assemblage a 
toujours le meme volume, quel que soit le systeme de Rangees conjuguees 
dont il derive. 

Soient 0.r, Oj, Oz {fig. 18) les trois parametres qui ont servi a construire 
les Sommets de TAssemblage ; soit fi le volume du parallelipipede construit 
sur ces trois parametres ; soient OA, OB, OD les trois Rangees conjuguees 
qui nous sont donnees, et ft' le volume du parallelipipede generateur corres- 
pondalit. 

Soit maintenantOA' la trace du plan AOB sur le plan des xy ; cette trace est 
Tune des Rangees du Rese%u dii plan AOB (theoreme XXXI). Soit done OB' 
Tune de ses conjuguees, dans le meme plan. On pourra, en vertu du theo- 
reme XXXI V, remplacer le 3ystemede Rangees (OA, OB, OD) par le systeme 
(OA', OB', OD), sans alterer le volume ft' da parallelipipede generateur. 

Soit, de meme, OD' la Rangee, trace du plan OB'D sur le plan des xy, 
et soit OB'^ une Rangee conjuguee de OD' dans le plan OB'D. On pourra 
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substituer au systeme (OA', OB', OD) le systeme (OA', OD', OB"), sans 
alterer le volume Si' du parallelipipede generateur. 

On pent, enfin, remplacer (OA', OD', OB'^) par (Oct*, Oj, OB"), pulsque 
O.r et Oj sont deux Rangees conjuguees du plan AO'D', qui coincide aver 
le plan des xy. Le volume du parallelipipede generateur restera egal a iJ'. 

Si Ton compare ce dernier parallelipipede au parallelipipede construit 
sur 0.r, Oj, Oz, on aura, en vertu du theoreme XXXIII, 

ii'= ih 

Deuxieme demonstration. — Nous conviendrons de nommer densite de 
lAssemhkige le nombre des Sommets contenus dans Tunite de volume, les 
dimensions de cette unite de volume etant siipposees, toutes les trois, 
extremement grandes comparativement aux parametres des Rangees que Ton 
considere. 

Ceci pose, soient {fig. i8) 

OA = a', 0^ = h\ OD = rf', 
angle AOB = ^T', inclinaison de OD sur le plan AOB = t'. 

On aura, par une formule connue, 

a'=a'^^'rf'sin(y'sinT'. 

Prenons, sur les droites OA, OB, OD prolongees, des longueurs x, i, 5^ 
tres-grandes relativement a a\ b\ d\ de maniere que le parallelipipede 
construit sur x, /, o- soit egal a T unite de volume, et qu'ainsi Ton ait 

Ttia sineJ' sin r' = i . 

Le nombre des Sommets contenus dans ce parallelipipede se calculera 
comme le nombre des boulets d'une pile a faces rectangulaires, et sera egal a 

y. I (J 

<.)n aura done, p etant ce nombre, toujours tres-grand, 

y.Ld xc(j sin ^' sin f' i 



a'i'rf' "" a7/rf'sin^'sinT' "" ft' 



6. 
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Or le nombre p, qui mesure la densite de T Assemblage, doit rester constant, 
quel que soit le systeme d'axes conjugues que Ton ait adopte pour sa deter- 
mination. 

Si done Ton pose 

Oo; = a, Oj=6, Oz = dj 

angle xOy = 4^ inclinaison de Oz sur xOy = r, 
on aura 

(4i) iY = [1=^ abdsinSsinr. 

Theoreme XXXVI. — Reciproquement, si le paraUeUpipede construit 
sur les parametres des Rangees OA, OB, OD (fig. i8) est egal en volume 
au parallelipipede generateur de V Assemblage, les trots Rangees seront 
conjuguees. 

Goncevons que dans Tinterieur du parallelipipede il existe un Sonmiet de 
TAssemblage, et nommons P ce Sommet, choisi de maniere a etre aussi 
rapproche que possible du plan AOB : le parallelipipede construit sur OP, 
OA, OB serait egal a il (theoreme precedent) : done le parallelipipede con- 
struit sur OD, OA, OB, qui a meme base sur le plan OAB et une hauteur 
plus grande aurait un volume plus grand que ft, ce qui est contraire a 
rhypothese comprise dans Fenonce du theoreme; done, etc. 

Probleme XXII. — Trouver la condition pour que trois RangSes soient 
ron/uguees. 

Soient (m, «,/?), {m\ n\ /?'), (m'^, ri\p") les cdordonnees des trois Som- 
mets T, T', T'' {fig. 20}. On suppose que m, w, p n'ont pas d'autre divi- 
seur commun que Tunite, et qu'il en est de meme pour m', n\ /?', et pour 
m" , n\ p" . On demande la condition pour que les Rangees OT, OT, OT", 
dont les symboles sont mnp^ m'n'p\ m"n"p" ^ soient des Rangees con- 
juguees. 

Soient (0, 1,, ^), (g', „', X!), (f', «", CO les coordonnees lineaires des 
points T, T', T", dans le sysleme d'axes conjugues Ox^ Oj,Oz, ayant pour 
[)arametres a^b^ d. 

On demontre, dans les Traites de Geometric analytique, que le volume 
d'un tetraedre, ayant son sommet a Torigine, et les sommets de sa base 
triangulaire aux points (^, r, ^), (^', w', C), (^'^ «", O, a pour valeur, 
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au signe pres, 

i(?"'r-?r''"+cr«"-«rc"-^<'r-c«T), 

si le systiine d'axes est rectangulaire. 

Mais, si les axes soiit obliques, et si Ton a J 

angle jrOj= S^ inclinaison de Oz sur ,x'Oj = t, 

ce volume doit etre multiplie par sin J" sinr. J 

Done, si I'on noinme fi' le vohiine du parallelipipede construit sur ]es 
parametre*^ 01\ (TV et OT^ ii eelui du parallelipipede generateurj on aura, 
au signe pres, 

ou encore, a cause de Inequation (40» 

(42) ii'= {ttmy — mpn' -h pm'i/' — nmy -+- np'ni' — //';i'm") il. , 

Si les Rangees sont conjuguees, on doit avoir iV=:0 (theoreme X\XV). 
Done la condition chei cliee sera 

(43) mnp^^ — mpn '' -h pftt ^n " — iun *p ^' -h np Vn '' — pn ^m "^ ± i . ^ 

Reciproquenient , si requatioii (43) est satislaite, on en conclvira ii^ =: ij, t*t 
les trois Rangees seront conjuguees (theoreme XXXVI), 

Probleme XXIIl. — Troiwer la condition pofir (pie deux Rangees, alktiit 
de I'origine aux points T^ T' (fig. !2o)j soient conjugtwvs sur (e plan reti- 
culaire qui contient ces dent /iangees* 

Soient {m^n^jj)^ {ni\ fi\ p) les coordonnees de T et T'. L'equation du I 

plan OTT' sera donnee par hi fbrmule (3U), dans laquelle g^ h^ h ont des i 

valeurs indiquees par les fornuiles (35). [/equation des deux plans reti( u- 
laires limitrophes de OTT' sera donnee (probleme XIX) par 

gx + hy + ^3 := ± 1 . 

Ainsi cette equation pourra s^ecrire 

x[np' — pn) -\-y{pni — mp^] ■+- z[mn' ~ nni) = =b D. 
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Soieiit mainteiiant [m" , n'[^ p") les coordonnees d'un Sonimet T'^ apparte- 
nant a Tun de ces plans limitrophes ; OT'' sera une Rangee conjuguee avec 
le plan OTT', et Ton aura 

( 44) m' (fip'— pn') + n'' [pm— mp') ^ f {mn'— nm') = d= D. 

Mais, si OT et OT' sont deja des Rangees conjuguees Tune a I'autre sur le 
plan OTT', OT, OT' et OT'^ seront trois Rangees conjuguees, et Ton aura, 
en vertu de la condition exprimee par (43), 

m" (np' — pn') H- n'\pm! — m/?') ^ p^ [mn' — ^m') = ± i. 

De cette equation et de I'equation (44)? on conclut D = i . Reciproquement, 
si D est egal a i, la condition (43) sera satisfait^, et les Rangees OT, OT' 
seront conjuguees entre elles sur leur plan de jonction (theoreme XXXII). 

Done, si np' — pn\ pw! — Tnp\ et mn! — nm! n'ont d'autre diviseur 
commun que T unite, les Rangees OT et OT' sont des Rangees conjuguees 
du Reseau du plan OTT', et la reciproque est egalement vraie. 

Theoreme XXXVIL — Si (m, /i, /?), (m', /i', /?') sont les coordoancvs 
numeriques des Sommets T, T' (fig. 20), le nomhre des bandes par alleles 
a OT ou a OT', et contenues entre deux cotes opposes du parallelografnme 
construit sur OT, OT', sera egal au plus grand commun dwiseur des trou 
binomes np' — pn', pm' — mp', mn'— nm'. 

En efFet, soient m", n'\ p'^ les coordonnees d'un Sommet T" apparte- 
nant a un plan reticulaire limitrophe du plan OTT'. On aura (equation 44) 

m'[{np—pn')'i-n''{pm'—mp') +/7"(m/2'— /^m') = dz D. 

Soit H' le volume du parallelipipede construit sur les trois aretes OT, OT', 
OT" ; la valeur de il' sera donnee par Tequation (4^), qui se changera, dans le 

cas actuel , en 

i2'=i2D. 

Soient maintenant a> I'aire du parallelogramme generateur du Reseau du 
plan OTT', ai' Taire du parallelogramme construit sur OT et OT', enfin A 
Tepaisseur de la strate comprise entre T" et le plan OTT'; on aura 

i2 = Aft), fl'=Aft>'. 
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Done aussi 

(45) m'=wD. 

Or le rapport a>^ : m devra evidemment etre egal au nombre de baiides pa- 
ralleles soit a OT, soit a OT', qui traversent le triangle OTT' : done I> 
representera ce nombre de bandes; done ce nombre sera le plus grand 
commun diviseur de nos trois binomes. 

Theoreme XXXV'^UL — Dafis an syste/ne de plans retieuifiiras paralleh^s 
ayant pour symbole [gfik) et diint te pai uUehgramnw generatear a poui 
surface ca^ le triangle inlerccpte par lex aves Vintjnguex flans fr pltm 

g.r ^ Itj + X r = I , 

a pour aire le qufttitnt de taire ^m par le prnduit ghk dex varmiMs- 
tiquesy et Vaire du tnangle interrepte par ces memes a^r^es dam le plan 

ga: H- hr + kz^ ghk, 

a pour valeur le protluit de ^a> par ghk. 
Soient GHK {fg^ ly) ie plan 

gx -H hy -h kz ^^ 1 J 
et G'H'K' le plan 

gx 4- hy + kz— glik, 

de sorte qu'on ait, n^ hj r/etant les trois parametres de O.r, i\y^ Uzj 

{)i^'=hka, 0G = 
(/|6) )(m=gkh, 0H^|. 

f 0K'= glut, OR ^ 1 

aire G'H'K': aire GHK. :; OO' : Og':: g'bH': i. 

IVansportons Torigine des coordonnees en G\ les axes gardant leurs 
directions. Les coordonnees nnmeriqiies [m^ n^ p), [m\ n\ p'] des Somrnets 



a 
g 
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H' et K', pour cette position des axes, seront 

m = — hk^ n = gk^ ^ = o, 

m'= — hkj /2'=o, p' =: gh\ 

on en conclut 

np' — pn! = g^hky 

prn! — mp' =^ gh^k^ 

mn' — nm' = ghk^^ 

et, D etant le plus grand commun diviseur des trois binomes, 

\} = ghk, 

attendu que g^ A, k sont des nombres premiers entre eux. 

Soit done co I'aire de la maille generatrice des Reseaux des plans GHK, 
G'H'K': on aura, en vertu du theoreme XXXVII et de I'equation (45), 

(47) 2airetri. G'H'K' = a)D = ghkco, 

ce qui demontre la deuxieme partie du theoreme. Et, comme on a, d'autre 
part, 



il en resulte 



• *. • r-uif airelri.G'H'K' 

aire tri. GHlv = mn » 

g^ hr hr 



(48) 2 aire tri. GHK = 



-ghk 



Problehe XXIV. — Trouver I'aire du paraUelogramme generateur 
dans le systeme des plans reticulaires indiques par le symhole {ghk). 

Je nommerai a, |3, ^ [fig- 19) les angles zOj, zOx et x0.r de Tangle 
triedre O; |U, v, 'or les angles diedres du meme angle solide, fx etant Tangle 
diedre dont Ox est Tarete, v, ^ etant les angles diedres dont Or et Oz sont 
les aretes. Je nommerai S [ghk) Taire inconnue du parallelogramme gene- 
rateur des Reseaux des plans (ghk). Geci pose, on aura, par une formule 
connue que j'emprunte a la Geometrie analytique a trois dimensions, 



-2 



,, , GHK =GHO -hGKO -f-HKO — aGHO.GKOcos^ 
^ — aGHOlHKOcosv — aGKO.HKOcos-ar. 
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Le plan GHR etant le plaii reticulaire qui a pour equation 

gx -h hf -h As = I , 



on aura 



aire tri. GHO ^ ^ 0(i . OH sin J = l - ^ sin *?, 



aire tri. GKO = ^ OG . OK sin;3 ^ | ? ~ sin (5, 
aire tri, HKO = :^0H . OK sin a = :^ r r si" «- 

Convenons maintenant de representer hd sin a par (p, 

flrf mi^j par ;t;, 
a/j sin J par 4 ; 

^ sera Faire de la niaille du Reseau du plan des j:;, soit S (loo) ; 
X sera Taire analogue pour le plan des a;z, soit S (o lo) ; 
4 sera I'aire analogue pour le plan des .rj, soit S(ooi). 
On aura alors 

aire tri. GHO ^^ ^ —,^ 
2 gh 

airetri.GKO = | 4^ 
aire tri. HKO = i^; 

mais, d'autre part, en vertu du theoreme XXXVIH, 

aire tri. GHK=.i^-^. 

Done, en substituant ces valeurs dans Tequation (49) j i' vieiidra 

(5o) (SM^/'A) = r<P^-^A^;%:*+*S' 

I — 2 gh ^x ^^^ ^ — '2gk ^4 t^osf -— *ikk Xy cos ^, 

et cette equation fera connaitre Taire du parallelogranime genera teur du plan 
reticulaire (ghk), des que Ton connaitra les aires analogues pour les Reseaux 
des trois plans coordoniies conj agues. 

Probleme XXV. — Trouver I'epaisseur des strates par alleles auxplafis 
reticulaires dont fe sjmbole est {gkk). 

Soit toujours 8(^-/1^) I'aire du parallelogramme generateur du Reseau du 

XXXIIl* Cahter. 7 
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systeme (ghk). Soient A I'epaisseur des strates correspondantes, et il le 
volume du parallelipipede generateur; on aura 

(5i) a = iiS{ghk). 

Conservons aux angles a , /3 , J", ac , v , ^ leurs significations precedentes ; 
nous pourrons mettre Tequation (4i) sous la forme 



(62) ii = ahd\}\ — cos^a — cos^|3 — cos^^T-h 2cosacos^ cos^. 

Tirons de Tequation (5o) la valeur de S^{ghk) pour la substituer dans 
Tequation (5i) elevee au carre; nous aurons 

2 a^b^fi*(i — cos*a — cos'jS — cos*^-|- acosacosjScosi) 

Enfin, si nous remplacons f , Xj 4 P^^ ^^^^ valeurs en a, 6, dy a, p, S, cette 
equation deviendra 

I — co8*a — cos'6 — cos'J + 2cosacos6cos^ 

^53) A' — - 

^ ^'sin'a A'sin^B ^'sia'^ f/<sinasin6 fi^^sinasin^ hkanfisini 

2 1 j--^ H -J- 2 '^ ^ COSU — 2 ? cos V — 2 ^-— COSfX 

a* 6' a* ab ad . bd ^ 

On aurait pu arriver directement a cette formule, en cherchant T expres- 
sion analytique de la perpendiculaire abaissee de I'origine sur le plan dont 
Tequation, en coordonnees lineaires, est 

Theoreme XXXIX. — L'intervaUe moyen des Sommets dun Assem- 
blage est egal a la racine cubique du volume de son paraUelipipede gene- 
rateur. 

Conformement a la definition donnee par Poisson de Vintervalle moyen 
[voyez page 21), nous nommerons intervalle moyen des Sommets d'un 
Assemblage le cote d'un cube egal a Tunite de volume divisee par le 
nombre des Sommets que renferme cette unite de volume. 

Soit E cet intervalle moyen; en nommant toujours p le nombre des 
Sommets, suppose tres-considerable, que contient I'unite de volume, on 
aura 
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d'oii, a cause de p^^y (wr^^xdeuxieme demonstration duth^orenie XXXV), 
on conclura 

(54) E' = n, E = ^n, 

U titant le volume invariable du parallelipijiede generateur de i*Assem- 
blage, 

pROBLEME XXVI. — Changer ies luves cuordonnes el exprimer fes 
mnwelles coordonnees en Jonction des anciennes^ et reciproquemenf. . 

Soient {m, /*, /?), {m\ n\ p^), {rn^\ n^\ p^) Ies coordonnees nuinenqnes 
des extremities T, T', T" {Jig* 20) des parametres des trois Rangees qui 
doivent servir de nouveaux axes, Soient X, Y, Z Ies coordonnees nunic- 
riques d'un Sommet quelconque dans le nouveau systeme d'axes* Par une 
voie analogue a celle qui conduit aux equations (17)? on obtiendra 

ix^mX-h m/ Y 4- m^'Z , 
j-^nX-^n'\ ^n''Z, 
r = /7X+//Y4-//Z. 

La Rangee OT allant de rorigine au point {mj /?, p) est censee servii* 
d axe des X. La llangee O'l'' sert d'axe des Y, et la Rangee 0V\ d'axr 
des Z, 

Je pose niaintenant, pour abreger, 

/ mnp' - mp^n ^ pmif — ninp^*^ n//m^^— pn^m'^^ (rnnp^')^ 
\ mn — nm ' =: ( mn ' ) , nm '^ — mn '^ = ( nni ^' ) , tun " — nm ^- =^ ( ni 'n " ) , 
^^ Unn~mp'={pm'), m//— prn'={mp''), p'm'—m'p''^ij/m'), 
{ up - pn'^[np'), pn'— nf = {pn''), ny ~p'n' = {n'p'). 

Si, par Ies procedes connus de 1' elimination, on tire des equations (55) Ies 
valeurs de X, Y, Z, on aura 

Y- iP!^^ r^-i^-J r^i!^'D ^ 
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d'oii Ton voit que, pour que X, Y, Z soient toujours des nombres entiers, 
il faut que les trois Rangees donn^es soient conjuguees. 
En adoptant cette hypothese, on aura 

{mny)=ziii, 
ce qui changera les precedentes equations en 

(57) \±:Y = {pn')x-h imp') j+(/im'0 z, 

[±Z=(/i/?') x-^^pm') y-^[mn'') z. 

Par une rotation convenable du systeme OT, OT, OT' autour de O, 
amenez OT sur Oo?, amenez OT' dans le plan xOy^ en ayant soin que 
OT' et Oj soient situes d'un meme cote par rapport a la droite Ox inde- 
iiniment prolongee dans les deux sens : alors, si OT" et Oz tombent du 
meme cote par rapport au plan des ooy^ vous devrez donner le signe -h 
aux premiers membres des equations (Sy); dans le cas contraire, vous 
devrez preferer le signe — . 

CoroUaire. — Supposons que I'axe des z change seul et soit remplace 
par OT", et nommons m^^ n^ les coordonnees numeriques de T" paraDele- 
ment aux axes des x et des j. 

Dans ce cas, Ton aura 



/w = I, 


/I =o, 


p =o, 


m'=o, 


«'-,, 


p' = o, 


m"= m^j 


n"=rto, 


P"=i, 



et les equations (55) donneront 

a?=XH-m^Z, 
7=Y-h/i.Z, 
z = Z. 

Les formules inverses seront alors 

X= X fJl^Zy 

Y=x~n^z, 
Z = z. 

La coordonnee numerique parallele a Taxe deplace reste invariable. 
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pROBLEME XXVII. — On demande ce que denent le sjmhole d^nn plan 
reticuiaire {ghk'j dans un noaveau systeme d'axes, 

Soient tou3ours(m, n, p) , {m\ n\ p^) ^ {m^\ n\ p^^)]esy coordonnees nume- 
riques des extremites T, T\ T'' {Jiff. 20) des parametres des trois RangtVs 
qyi doivent servir de nouveaux axes. Si, dans requation generale 

on substitue les valeurs de x^ j, z, tirees des equations (55), Ton aura 
^grn -h hn 4- kp ) X + {gm! -h lin' ^ kj/)Y -h [gm' -h hn' + kp' ) Z = C ; 

d'oii Ton voit que, dans ce nouveau systeme d^axes, le symbole des plans 
( ghk ) se change en { gm + hn -^- kp , gm'-h hn '-^kp^ gm ^' + A n '' -h kp '' ) ; 
c esta-dire que, si le nouveau sjiubole est (GHK), Ton aura 

I G^^gm -^hn +kp^ 
(58) U^gm'-^fm' +kp\ 

\K = gm''^hn'^kp\ 

CoroUaire^ — Si, conservant les axes des cet des/, on se borne a rein- 
placer Faxe des z, et a premlre pour nouvel axe des :: la Rangee i i i , qui est 
le prolongement en sens inverse de la diagonale du parallelipipede const ru it 
sur a, 6, dj on aura 



m ^^ 1 , 




n =• 0, 


P -=o, 


m'= 0, 




«'=!, 


p'=o, 


nf^- 


Ir 


n"^-x, 


//'^-, 



ce qui change le symbole (ghk) en {gji^ — g — fi — k). 

Si Ton nomme alors / la caracteristique du plan reticuiaire [gfd) relative 
a oe nouvel axe, on aura Tequation 

i=-g-h-k. 

Si c est le parametre du nouvel axe, le segment intercepte sur eel axe entf^ 
Torigine et le plan 



^ 



54 M^MOIRE 

devenii, dans le nonveau systeme, 

gx + hy-^lZ= I, 

aura evidemment pour valeur y 

D'oii I'on voit que, « lorsque les parametres a, 6, rf, e de quatre Rangees 
)) conjuguees deux a deux sont disposes de maniere a Bgurer quatre forces se 
» faisant equilibre dans Tespace, tout plan limitrophe a un plan reticulaire 
» passant par Torigine determinera , dans les parametres de ces Rangees, 

)) les segments -y tj r^ r^ gy h^ k, I etant des nombres entiers positife ou 

» negatifs ; alors on pourra prendre indistinctement pour symbole du plan 
» reticulaire les notations {ghk), {g^^)j {g^^)y (^^)» et il existera, entre les 
)) quatre caracteristiques g", h, k, 1,\sl relation 

(39) g-+-h-^k'-hl = o. « 

Notation a quatre caracteristiques . — Lorsqu'on emploie, pour fixer la 
position des plans reticulaires de TAssemblage, quatre axes coordonnes 
satisfaisant aux conditions que nous venons d'enoncer, il convient de 
remplacer le symbole (ghk) par le symbole a quatre caracteristiques {ghkl). 

Definitions. — Je designe sous le nom de t^traedre elementaire tout 
tetraedre ayant pour sommets quatre Sommets de 1' Assemblage, choisis de 
maniere que chacun d'eux soit situe sur un plan limitrophe au plan reticulaire 
qui contient les trois autres Sommets, ou encore a tout tetraedre construit 
» sur trois parametres conjugues aboutissant au meme Sommet. » 

Un tel tetraedre forme toujours la sixieme partie de Fun des paralleli- 
pipedes generateurs de T Assemblage : ainsi, le volume de tons ces tetraedres 
est le meme et egal a |fl. 

Je nomme tetraedre principal, celui dont la base est le triangle acutangle 
embrasse par les deux parametres minima de tout 1' Assemblage, et dont les 
trois angles diedres adjacents a la base sont aigus, deux de ces trois angles 
pouvant, exceptionnellement, devenir droits. 
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Th^or^me XL. — Tout tStraedre ayant pour sommets Vorigine et les 
trois points (m, n, /?), (m', /i', /?'), [m/\ n'\ p")^ a pour volume le produit 
du volume du tetraedre elementaire par lefacteur 

mn p — mp n -+- pm n — nm p + np m — pn m . 

Ce theoreme est iine consequence de la formule (4^)- 
Soit OTT'T" [fig. 20) le tetraedre donne; on aura 

(60) volume telra, OTT'T"= ffl {nm'p'), 

Cette formule reste exacte^ lorsque m^ n^p^ ou m\ n' ^ p\ on rn\ n^\ f/\ 
ont des diviseurs communs autres que I'uiiite. 

Probleme XXVIII. — Troiwer k tetraedre principal d'^un .Assemblage. 

Choisissons arbitrairemeut un Somniet {Jig^ 21)^ et cherchons les deux 
parametres jniiuma OA, OB; tra<joiis4es dans un sens tel, que Taugle A(.>B 
soit aigUj ou tout au plus egal a go degres, ce qui sera toujours possible. 
Achevons le triangle AOB, qui sera Tun des triangles principaux du plan rtHi- 
culaire AOB, et sur Tun quelconque de ses trois cotes, par exemple sur AB^ 
construisons le second triangle principal BAO' qui, reuni au precedent, 
complete le parallelogramme generateur OAO'B, Sur le contour de ce pa- 
railelogramme, elevonsa angle droit les faces d'uii prisme indefini dans Ifs 
deux sens. Le plan reticulaire, limitrophe du plan OAO' B, et situe au^tlessus 
de ce dernier plan^ ^era coupe par le contour du prisme suivant un pa- 
rallelogramme egal a la base OAO'B, et qui devra contenir dans son iute* 
rieur un Sommet de TAssemblage, a moins qu'il n'en contienne deux, ou 
quatre, sur son contour. SoitD ce Sommet; les Rangees OA, OB, OD seront 
conjuguees, et la pyramide.OABD sera le tetraedre principal. 

Si le Sommet ainsi obtenu etait situe en d^ et se projetait orthogonale- 
ment dans I'interieur du deuxieme triangle BAO', les Rangees O'A, O'B, 
O^d seraient conjuguees, et la pyramide O'ABc? serait le tetraedre principal. 

S CO lie. — Soit OABD le tetraedre principal resultant de la construction 
precedente, et necessairement situe au-dessus du plan OAO'B. Si nous 
repetons la meme construction sur le plan limitrophe du plan OAO'B, et 
qui est situe au-dessous de ce dernier plan, nous obtiendrons un autre 
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Sonunet D', dont la situation par rapport a D sera telle, que A, D, B, D' for- 
meront un parallelogramme. Le tetraedre (XABD' sera aussi un tetraedre 
principal, mais place au-dessous du plan OAO'B. II est facile de voir que 
OABD, O'ABD' sont deux polyedres iwerses {*), dont \e pole de symetrie 
sera en a>, au centre du parallelogramme OAO'B : d'oii Ton voit que, 
a dans tout Assemblage, il existe deux tetraedres principaux inverses Tun 
» de I'autre. » 

Theorems XLI. — Tous les angles plans du tetraedre principal sont 
aigus; quelques^uns d'entre eux {quatreau plus) peuvent etre droits^ excep- 
tionneUement. 

Soient OA, OB {fig* 21) les deux parametres minima de T Assemblage, et 
OABD son tetraedre principal. 

La proposition enoncee est evidente pour les trois angles de la base OAB. 
Menez en O un plan normal a OA : par la construction meme du tetraedre, 
OD et OA ne peuvent etre situes de cotes diff'erents par rapport a ce plan ; 
done AOD < 90 degres. On demontrerait de la meme maniere qu'une ine- 
galite pareille a lieu pour les angles DOB, DAO, DAB, DBO, DBA. 

Maintenant, de OB < OD, on conclut ODB < OBD < 90 degres; de 
OA < OD, on conclut ODA < OAD < 90 degres; enfin, de BD > BO, 
DA > OA, on deduit 

BD^ 4- DA^ > BO^ + 0A^ 

Or, Tangle BOA etant aigu ou droit, on a BO^ -h OA^ > ou= BA*; done 

aussi 

BD^ -h DA^ > BA^ , 

done Tangle BDA he pent surpasser 90 degres. 

Le nombre des angles droits du tetraedre ne pent d'ailleurs surpasser 
quatre, le tetraedre ne possedant pas plus de quatre faces. 

Scolie. — Les proprietes du tetraedre principal sont plus restreintes que 
celles dont jouit le triangle principal dans les Reseaux. Ses angles diedres 
ne sont pas necessairement tous aigus : il ne possede pas necessairement 
tous les parametres minima du systeme; enfin, le triangle principal d'aire 
minimum pent ne pas etre Tune de ses quatre faces. 

(*) Pour la definition de ces terines, voyez la note {*) de la page 63. 
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Voici, sans demonstration, Tenohce de diverses proprietes appartenant 
ail telraedre principal. 

Theoreme XLII. — Si b est le pius grand des deux parametres minima 
de V Assemblage y et si B est L' angle oppose au cote b dans le triangle prin- 
if pa I const r Nit siir ces parametres, la hauteur du tetraldre principu/ 
sera au moim Sgu/e a b sj i — { cosec'* B. 

f'orollairc. — (lette nieine liauteur sera au moins cgale a h \/|, 

riiEoREME XLHl. — Le plus petit des parametres de l' Assemblage^ 
en dc/iors du plan coutv.mint les deux paramkres mimrna, est necessfiire- 
ment Vnno des trois aretes qui jolgnent h somfuel du fctraedre principal 
aux irois sommets de sa base, 

Theoreme XLIV. — Si OB, OA (fig, :i i) sunt les deux aretes minima du 
telraedre principal Oi\BD, OA ctant la plus petite des deux, et si par B tui 
mene In droit e BO' egale et par allele a OA, fan des fpiatre triangles A OB, 
AOU, BOD, BO'D sera le triangle elcmentaire a aire minimum dc tout 
I Assemblage, 

(orollaire, — Le plan retitulaire a aire niininmin coiitient toujours au 
morns I'un des deux parametres minima de T Assemblage, 

§ V, — Des AssEMBtAGES sym^triques, 

Definitions. ~ Je nomme axe de symetrie d iin Asseml>lage toiite droite 
telle, que, I'Assemblage venant k tounier d'un eertiiin angle, et tout dune 
piece, autour d'elle, les mL^mes points de Tespace coincident avec les Som- 
mets de cet Assemblage, avant et apres la rotation, Je dis alors que le lieu 
apparent des Sommets de F Assemblage a ete restitue, apres cette rotation. 

Pour plus de precisioji dans tes explications qui vojit suivre, ]e suppo- 
serai qu'il existe deux Assenililages egaux, superposes Sommet sur Som* 
met J de manlere a flgmer un yVsseniblage unique, f/tui de ces Assem- 
l)lages sera considere comnie invariable de position; Tautre [lourra se 
muuvoir tout d'une piete^ et comme un corps solidc, soit par translatuui, 
snit par rotation. 
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Lorsque 1' Assemblage mobile, toui'pant aiitour de Taxe, reviendra en 
coincidence avec 1' Assemblage fixe, apres une rotation d'un demi-tour, ou 
de i8o degres, Taxe sera designe sous le nom d'axe de symStrie bincdre, 
ou, plus brifevement, d'axe binaire. Un Sommet quelconque de TAssem- 
blage aura son homologue de Tautre cote de I'axe ; la droite joignant ces 
deux Sommets sera normale a Faxe, et divisee par lui en deux parties 
egales. 

Lorsque la coincidence se retablira apres un tiers, un quart, un sixieme 
de tour, Taxe de rotation recevra le nom d'axe de syrfietrie ternaire, qua- 
ternaire, senaire. Dans les Assemblages a axe de symetrie ternaire, les 
Sommets sout disposes trois par trois autour de Taxe, et chaque Sommet a 
deux homologues. La disposition est de quatre par quatre autour des axes 
quaternaires, et de six par six autour des axes senaires. 

La symetrie d'un axe aura pour numero d'ordre 2, 3, 4 ou 6, selon qu'elle 
serabinaire, ternaire, quatemaire ou senaire. Ce numero d'ordre sera desi- 
gne par la lettre ^, dans le courant des calculs. 

Deux axes de symetrie de meme ordre seront dits axes de meme espece, 
lorsque la configuration des Sommets^ autour de Tun d'eux sera la ,meme 
qu'autour de Tautre. Pour constater cette similitude de configuration, on lie 
par la pensee les Sommets de T Assemblage a chacun des deux axes, et Tun 
de ces deux systemes est suppose mobile. Alors, si Ton pent faire coincider 
en meme temps I'axe mobile avec I'axe fixe, les Sommets mobiles avec les 
Sommets fixes, les axes seront dits de meme espece. 

Ppur que les axes soient de meme espece, il faut qu'ils soient du meme 
ordre et que leurs parametres soient egaux : ces conditions sont, en general, 
suffisantes. II y a cependant un cas particulier oil deux axes binaires peuvent 
avoir le meme parametre, sans etre de meme espece - 

Deux axes qui ne satisfont pas aux conditions precedentes seront dits 
axes d'especes different.es. 

Tout Assemblage possedant un ou plusieurs axes de symetrie sera dit 
Assemblage symetrique; dans le cas contraire, il sera dit asymetrique. 

Tout plan qui partage un Assemblage en deux moities geometriquement 
symetriques sera nomme plan de symetrie de TAssemblage. Ghaque Sommet 
trouve alors son homologue sur le cote oppose du plan. 
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THEORfeME XLV. — Le plus petit angle qui restitue les lieux des 
Sommets d'un Assemblage symetrique^ pendant sa rotation autour d'un 
axe de synt^trie, est un sous-multiple de 36o degres. 

Soient M [Jig. i3) Tun des Sommets de 1' Assemblage, et MO la perpen- 

diculaire abaissee de M sur I'axe. Donnons, autour de I'axe, a TAssemblage 

mobile une rotation MOM' qui ne trouble pas les lieux des Sommets, et 

soit 

MOM'=Q. 

Pendant que le Sommet mobile M viendra se superposer au Sommet fixe 
M', le Sommet mobile M' viendra en M'^, et nous aurons 
OM''=OM'=OM, M''OM'=Q. 
Decrivons un cercle de centre O et de rayon OM, puis faisons 
arc M''M'= arc M'M , arc M'" M''= arc M'^M' ; 
il est clair que M, M', M'\..., seront autant de Sommets de T Assemblage 
fixe, et que les cordes des arcs formeront un poly gone regulier inscrit, 
lequel, apres uq ou plusieurs tours, viendra se fenner sur lui-meme, au 
point de depart, en M : sans cela, il y aurait une infinite de Sommets de TAs- 
semblage sur la circonference du cercle, ce qui est impossible. D'ailleurs 
on pent toujours supposer que M, M' sont deux sommets voisins, et alors 
3I0M' sera le plus petit angle de rotation qui restitue les lieux des Sommets. 
On aura done, en nommant Q cet angle minimum, 

Theoreme XL VI. — Un Assemblage ne pent pos seder que des a.ies de 
sym^trie binaire, ternaire, quaternaire ou senaire. 

Sur MM', M'M"(/g-. i3), achevons le losange MM'M"m; le point m sera 
un Sommet de TAssemblage, et nous trouverons facilement 

0//? = OM'(i — 4sin4Q). 
Pour 7 = 2, Q = 1 So*", nous avons Om = — 30M' ; 
Pour(/=3, 0:=ii>.o", Om= — 2OM'; 

Poury = 4, Q= 90", Om = — OM'; 

Pour 7 = 5, Q= 72^ Om= — ^:=^0M'= — o,38.>.()M'; 

Pour 7 = 6, Q= 6o^ 0/w=o; 

Pour(7>6, Q=<Go^ Om < OxM'. 
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Les solutions gr = 5 et gr > 6 iie sont evidemment pas admissibles ; car on 
peut toujours supposer que M a ete pris a la distance minimum de Taxe de 
rotation, et, par consequent, Tinegalite Om<OM' est impossible, sauf 
dans le cas^ oil Ton aurait Om = o, piarce qu'alors O serait nn Sommet de 
r Assemblage. 

Done, si r Assemblage a un axe de symetrie, on aura necessairement 

yz=2, 3, 4 ou 6, 

q etant le numero d'ordre de la symetrie propre a Taxe que Ton con- 
sidere. 

CoroUaire. —^ Des rotations de 6o, 90, 120, 180, 2^0, 270 et 3oo de- 
gres sont les seules qui puissent restituer, dans certains cas, les lieux des 
Sommets d'un Assemblage. 

Theoreme XL VII. — Lorsquil existCy dans un Assemblage, un axe de 
symetrie ne passant par aucun Sommet, les droites par alleles, meneespar 
des Sommets, sont des axes possMant la meme symetrie. 

Soit q le numero d'ordre de la symetrie de Taxe considere MM! {fig. 22), 

et soit m un Sommet quelconque, lequel, apres une rotation, egale a — 

de TAssemblage mobile, vient pccuper le lieu du Sommet m'. Si Ton trans- 
porte parallelement a lui-meme, et de m' en m, I'Assemblage mobile qui aura 
subi cette rotation prealable, il se trouvera place dans les memes conditions 
que s'il eut toume, des le principe, autour d'une droite nmn\ meneepar/w 
parallelement a MM' ; et , comme le lieu des Sommets n'a pas ete trouble, 
cette droite nmn' est aussi un axe de symetrie de T Assemblage. L'ordre de 
symetrie de cet axe sera, en general, egal a q. Toutefois, comme un axe 
d'ordre yy, j etant un nombre entier quelconque, jouit a fortiori des pro- 
prietes des axes d'ordre q^ il pourrait arriver que le nouvel axe fiit d*un 
ordre plus eleve, mais qui devra toujours etre un multiple de l'ordre de 
symetrie de I'axe donne (*). 

Definition. — Nous designerons sous le nom diO^es inter m^diaires les Si%es 

(*) Cette demonstration est due h. M. Cauchy : comme elle est plus simple que la demonstration 
que j'avais donnee moi-m^me de ce theoreme, je I'ai substituee k cette derni^re. (yoj-ez les Comptes 
rendus de I'Jcaddmie des Sciences y t. XXIX, p. i35. } 
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qui ne condennent aucun Sommet de TAssemblage. D'apres le theoreme 
precedent, les axes intermediaires sont toujours accompagnes d'axes de 
meiiie symetrie, menes par les Sommets; d'oii il resulte que Ton peut, a la 
rigueur^ se borner a considerer ces derniers, dans toute recherche qui n a 
pas pour but de determiner d'une mani^re speciale les proprietes prop res 
aux axes intermediaires. 

Theoreme XL VIII. — Tout axe de symetrie contenant un Sommet est 
line des Rangees de V Assemblage. 

Soit MM' {fig^ 22) Taxe donne passant par le Sommet M; soient m un 
autre Sommet exterieur a I'axe, et m\ w'^,..., ses homologues par rapport 
a cet axe. Joignons M/n, Mm\ Mm'',...: si maintenant nous tracons la 
diagonale M^ du parallelogramme construit sur Mm, Mm', cette diagonale 
sera, en grandeur et en direction, im des parametres de T Assemblage, 
d'apres le theoreme XXX. De meme^ si Ton combine M^t avec Mm", la 
nouvelle diagonale M^c' jouira des memes proprietes. Le resultat final, 
ainsi obtenu, apres avoir epuise la serie des homologues de m, sera le meme 
que si Ton eut compose mecaniquement des forces egales en grandeur et en 
direction a Mm, Mm', Mm",..., pour en obtenir la resultante. Or, si Ton 
decompose chacune dex^es forces suivant MM', et normalementacette droite, 
il est visible que les composantes normales a MM' s'entre-detruiront par suite 
de la symetrie, et que les composantes verticales subsisteront seules. Si 
done O est le point de rencontre de MM' avec le plan du polygone mm'm^^ . . . , 
chacune de ces composantes verticales sera egale a MO : done, si Ton prend 
MM'=^5rM0, M' sera aussi un Sommet; done MM' est une Rangee de 
r Assemblage. 

Theoreme XLIX. — Tout plan mene par un Sommet normalement a un 
ojce de symetrie est un plan reticulaire de V Assemblage. 

Soient M le Sommet donne {fig- 22), et MM' Taxe donne, que Ton peut 
toujours supposer passant par M. Soient m lin autre Sommet quelconque, et 
m', m" ses homologues. Les lignes menees par M parallelement a mm\ m' m'\. 
m"m,..., sont evidemment des Rangees de rAssemblage; done le plan 
normal a MM', et qui contiendra toutes ces droites, sera Tun des plans 
reticulaires du systeme. 
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Si Tate MAf etait un axe binaire, on aurait recours a un deuxi^me Som- 
met fjc situe hors du plan mMM'; alors la meme demdnstration serait encore 
applicable. 

Theoreme L. — Lorsquil existe dans un Assemblage un plan de syme- 
trie ne contenant aucun Sommety tout plan par allele passant par un Sommet 
est aussi un plan de sjrmetrie du systeme. 

Soient m {fig. 1^3) un Sommet quelconque, et rn' son liomologue de 
Tautre cote du plan donne GH, qui est, par hypothese, un plan de symetrie 
de r Assemblage. Si I'on transporte parallelement a lui-meme, et de m' en w, 
c'est-a-dire suivant une direction normale au plan, T Assemblage mobile, on 
sait qu'll continuera a etre le symetriqiie de 1' Assemblage fixe par rapport an 
plan normal sur le milieu de la droite qui joint le point mobile m' au point 
fixe m; a la limite, lorsque m! coincidera avec m, le plan de symetrie, 
toujours parallele a lui-meme, finira par passer par m : mais alors les deux 
Assemblages, le mobile et le fixe, coincideront; done le plan mene par/w, 
parallelement a GH, sera un plan de symetrie du systeme. 

Scolie.-^On pent faire abstraction des plans de symetrie inter mMiaireSy 
pour ne considerer que ceux passant par des Sommets. 

Theoreme LI. — Tout plan de symetrie contenant un Sommet est un 
plan reticulaird. 

Soit M {fig- iiS) le Sommet situe dans le plan de symetrie GH; soient m, 
m! deux Sommets homologues par rapport a ce plan. La diagonale du losange 
construit sur Mm, Mm' sera, en grandeur et en direction, le parametrede 
Tune des Rangees du systeme : or il est evident qu'elle est contenue dans le 
plan de symetrie. On prou^erait, de meme, qu'il existe d'autres Rangees 
passant par M, et appartenant &u plan de symetrie, mais non situees dans le 
plan TwMm'; d^oii Fon voit que le plan de symetrie e^t necessairement un 
plan reticulaire. 

Theoreme LII. — Lorsquun Assemblage possede un ojce de symetrie 
d'ordre pair, il possede aussi un systeme de plans de symetrie tous normaux 
a cet axe, et, reciproquement, la presence dun plan de symetrie entraine 
celle d'un systeme d*a:3ces d*ordre pair, norjnaux a ce plan. 

J'ai demontre, dans une Note sur les polyedres symetriques de la geo- 



sua LES SYSTEMES DE POINTS DISTRIBUES REGULIEREMENT. 63 

metrie (*), que, si Ton fait tourner. de i8o degres le polyedre inverse d'uii 
polyedre donne P, autour d'une droite A menee par le pole de syme- 
trie J on obtient le polyedre symetrique de P par rapport au plan de symetrie 
mene par le pole normalement a la droite A. 

Prenons un Sommet quelconque O {fig- sS) pour pole de symetrie, et 
construisons TAssemblage inverse, lequel coincidera, Sommet a Sommet, 
avec le primitif; puis, ayant mene par O une droite mO/n' parallele a Taxe 
d'ordre pair, faisons tourner de i8o degres 1' Assemblage inverse autour de 
cette droite; il devra recoincider avec lui-meme, Sommet a Sommet, par 
suite de la symetrie de Taxe, Done, en vertu de la propriete generaje citee 
plus haut, le plan meue par O normalement a I'axe sera uii plan de syme- 
trie pour les deux Assemblages coincidents, et, par consequent, pour les 
deux moities de T Assemblage donne (**). 

Le theoreme reciproque se demontrera de la maniere suivante : 

Soit O [fig. 23) un Sommet situe sur le plan de symetrie commun a T As- 
semblage fixe et a TAssemblage mobile : on sait, par la theorie generale des 
polyedres inverses {voyez la Note citee), qu'en faisant tourner de i8o de- 
gres le polyedre symetrique d'un polyedre P autour de la norraale au plan 
de symetrie elevee a partir de ce Sommet O, on doit retrouver le polyedre 
inverse ; dans le cas actuel, en faisant faire ce demi-tour a T Assemblage mo- 
bile, on le fera recoincider avec T Assemblage inverse, lequel evidemment 
ne differe pas de 1' Assemblage donne. Done la normale est un axe binaire 
du systeme. Dans le cas general, on voit qu'elle pent etre un axe d'ordre 
pair quelconque (****). 

Definition. — En continuant a designer par systeme de Rang^es T en- 
semble de toutes les Rangees paralleles entre elles dans un Assemblage, 
on a a considerer dans un tel systeme la direction, la grandeur du para- 

(*) Journal de Mat hematiq lies de M. Liouville, t. XIV, p. i38. 

Le polyedre inverse de P s'obtient en joignant les sommets de P i un point fixe qui prend le 
nom de p6le de symetrie^ et prolongeant ccs droites au del;^ du pole de quantites egales h elles^m^mes. 

(**) On pent aussi considerer ce theorem©, comme une consequence immediate du theoreme XXI 
de mon Memoire « Sur les Polyedres de forme symetrique », insere dans le tome XIV du Journal dr 
Mathematiques ^e"^, lAoxxviWe, 

(***) Ce theoreme reciproque est une consequence immediate du theoreme IV de mon Memoire 
« Sur les Polyedres de forme symetrique » . 
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metre ^ et enfin la densite du systeme^ qui est egale au nombre des Rangees 
contenues dans un prisme indefini de section normale egale a i , et a aretes 
paralleles a la direction commune des Rangees. 

II resulte de la Constance des volumes des parallelipipedes generateurs 
qu'en passant d'un systeme de Rangees a un autre, le quotient du para- 
metre par la densite reste toujours constant et egal au volume Q du paralle- 
lipipede generateur. 

Lorsqu'on altere un systeme de Rangees par Tintercalation de nouveaux 
Sommets equidistants, entre deux Sommets voisins sur chaque Rangee, on 
modifie I'Assemblage, et, selon que le nombre des Sommets intercalaires est 
I, 2, 3,.,., sur chaque parametre, le nouvel Assemblage est un Assem- 
blage double, triple, quadruple,..., quant au nombre de ses Sommets. 
Alors le volume ii dii parallelipipede generateur diminue dans le rapport 
de r unite aux nombres 2, 3, 4>* •• Ceci pose, Ton peut demontrer le 
theoreme suivant : 

Theoreme LUI. — Les memes systemes de Rangees se retrouvent dans 
V Assemblage primitwement donne et dans I'Assemblage qui en derive par 
V intercalation de nouveaux Sommets sur I'un de ses systemes de Rangees. 

Soient prises trois Rangees conjuguees pour axes coordonnes, Taxe des z 
etant I'une des Rangees du systeme modifie par T intercalation de nouveaux 

Sommets: alors, si a, 6, c? sont les trOis parametres de ces ayes, cl^ b^- 

seront les trois parametres dans le nouvel Assemblage, 9 — i etant le nombre 
des Sommets ajoutes sur chaque parametre. Pour revenir a T Assemblage 
primitif on supprimera dans celui-la tous les plans reticulaires de la forme 

j etant un nombre entier quelconque, et Ton ne conservera que les plans 

z = O, Z = w, Z = 2 9,..., z = 7 £»• 

Considerons maintenant la Rangee menee de Torigine O [fig. io) au 
Sommet t a coordonnees (m, n^p) de I'Assemblage a Sommets intercalaires. 
x\lors, si Tordonnee p est un multiple de 9, le Sommet t appartiendra a TAs- 
semblage primitif; le systeme des Rangees Of se retrouvera dans TAs- 
semblage primitif, avec la meme grandeur de parametre. Si Tordonnee/? 
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nest pas un multiple de fl, on prolongera O^ de «^'= (9 — i) O^; I'ordon- 
nee numerique du Sommet t^^ parallelement aux z etant alors devenne un 
multiple de fl, le point t'^ appartiendra a TAssemblage primitif : ainsi le 
systeme des Rangees O^ subsistera encore dans T Assemblage, apres la 
suppression des plans reticulaires 

z=jQ-+-i, z=yflH-2,..., z=y9H-fl— I. 

Done tous les systemes de Rangees subsistent, sans que leur direction 
soit troublee, apres la suppression des Sommets intercalaires. Ces systemes 
sont seulement alteres, soit dans leur densite, soit dans la grandeur de leur 
parametre; pour chacun d'eux, la suppression des Sommets fait croitre, dans 
le rapport : i , le rapport du parametre a la densite. 

Corol/aire. — Les memes systemes de Rangees se retrouvant dans les 
deux Assemblages, avec des modifications qui ne portent que sur la gran- 
deur du parametre ou la densite du systeme, il en resulte que les memes 
systemes de plans reticulaires existent aussi dans les deux Assemblages; 
toutefois I'epaisseur des strates, ou I'aire de la maille generatrice, variera de 
Tun a Tautre, de maniere a ce que leur produit croisse, dans le rapport 9 : i , 
par la suppression des Sommets intercalaires. 

Apres ces theoremes generaux, nous allons successivement passer en 
revue les proprietes qui caracterisent chaque genre particulier de symetrie. 

Symetrie binaire. 

Theoreme LIV. — Dans tout Assemblage a axe de symetrie binaire, 
si ronconsidere les deux plans reticulaires limitrop/tes d'unplan reticulaire 
normal a I'axe binaire, le Reseau de I'un de ces deux plans coincide avec 
la projection orthogonale du Reseau de I' autre. 

Car, soient P un plan reticulaire normal a Taxe, P' et P'^ ses deux limi- 
trophes; les Reseau x de P' et P'^ sont homologues par rapport au plan P qui 
est un plan de symetrie de T Assemblage (theoreme LII) : done le Reseau 
de Tun des plans P', F^ est la projection orthogonale du Reseau de Vautre. 

Corollaire. — Si Ton affecte des numeros d'ordre a tous ces plans reti- 
culaires successifs, tous normaux a Taxe, on voit que, dans la serie des 
plans a numero d'ordre pair, le meme Reseau se reproduira, en projection 

XXXni* Cahier. 9 
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orthogonale; il en sera de meme dam ia serie des plans a numero d'ordre 
impair. 

TnfoREME LV. — Tout Assemblage a nxe de symetrie binaire peut Stre 
consider^ comme derimnt d'un prisme droit a base paraUelogrammiqae, 
lequel peut, dans certains ca^, ^ffr^^ ^^ ^on centre de figure Vun des 
Sommets de V Assemblage. 

Soit ABODE [fig, 24) le Reseau trace sur le plan normal a Taxe binaire et 
passant par un Sommet K. Prenons ce plan pour plan des xy\ son equation 
en coordonneies nuo)eriques sera z = o. 

Tons les Reseaux traces sur les plans z=± 2, z=± 4> z =± 6,..., se 
projetteront orthogonalement sur le Reseau ABCD... (theoreme LIV). 

Les Reseaux des plans z = dz:i,z = ±3,..., pourront aussi se projeter 
orthogonalement sur ABCD,... ; dans ce cas, le parallelipipede generateur 
sera un prisme droit a base parallelogrammique. 

Mais le contraire pourra aussi avoir lieu. Supposons alors que Tun des 
Sommets A' du Reseau z = i se projette en a sur le plan z=: o. Si Ton 
joint A avec A', et si Ton prolonge A A' d'une quantite egale a elle-meme, 
jusqu'en D'', D'^ sera evidemment un Sommet du Reseau z=»2 ; et si Ton 
abaisse les perpendiciilaires A'a, D'^D, D sera Tun des Sommets du Reseau 
z = o (theoreme LIV), et a sera situe au milieu de la longueur aD. Le 
Sommet A ayant ete choisi arbitrairement, on voit que a est un centre geome- 
trique du Reseau ABCD,..., et occupe le milieu de Tun des parametres AD 
de ce Reseau. Maintenant, sur AD comme base, construisons deux triangles 
elementaires egaux et opposes, tels que ACD, AED ; le point a sera le centre 
du parallelogramme generateur ACDE, et A' sera le centre de figure du 
prisme droit ayant pour base inferieure ACDE, et sa base superieure sur le 
plan z=2. L' Assemblage pourra done etre cOnsidere comme compose 
d'une infinite de tels prismes, de hauteur egale a Tintervalle compris entre 
les plans z = o, z= 2, et portant en outre, chacun en son centre de figure, 
Tun des Sommets de FAssemblage. 

Scolie I. — II est toujours perihis de supposer que A a ete choisi de 
maniere a etre, parmi tons les Sommets du Reseau z = o, le plus voisin du 
point a; alors, si AD n'est pas le parametre minimum du R&eau z = o, 
soit AB ce parametre minimum, porte dans un sens tel, que Ton ait 
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BAD < 90 degres. Puisque J'onaaB>aA^ le Sommet B est en dehors 
de la circonference decrite sur At) comme diametre, et ainsi il est certain 
que Ton a ABD < 90 degres. Mais, d'autre part, a cause de AB<BD, 
on a aussi ADB < BAD < 90 degres ; done les trois angles du triangle BAD 
sont aigus : ainsi, BAD sera le triangle principal du Reseau z = o (theo- 
reme VI). Done la projection de A' tombera toujours sur le milieu de Tun 
des trois cotes du triangle principal; ce qui prouve que Talternance des 
Reseaux a numeros d'ordre alternativement pairs et impairs ne peut se 
faire que de trois inanieres difFerentes, selon que la projection des Sommets 
du Reseau z = i se fait sur le milieu du petit, du moyen, ou du grand cote 
du triangle principal du Reseau z = o. 

D'ou Ton voit encore que TAssemblage peut aussi etre considere comme 
compose de prismes ayarit pour base un parallelogramme tel que ABGD, 
ayant pour hauteur Tintervalle compris entre les plans z = o ^t z = 2, et 
portant des Sommets sur les centres de deux de leurs faces verticales rec- 
tangulaires ; ]a base de chacune des deux faces centrees peut toujours alors 
etre supposee formee par Fun des trois cotes du triangle principal. 

ScoUe IL — Dans le.cas de Talternance des Reseaux, on peut encore 
substituer au prisme droit centre Toctaedre de \^ fig- a8, dont I'axe A'A'^ 
traverse normalement et centralement la base parallelogrammique ACDE. 

11 doit etre entendu que cet octaedre n'est point pour cela un solide 
generateur, capable de reproduire, par des juxtapositions immediates, tous 
les Sommets de T Assemblage. 

Symetrie terbinaire, 

Theobeme LVL — Si le solide generateur de V Assemblage est un prisme 
droit a base rhombe, centre ou rum centre^ V Assemblage possede trois axes 
de symetrie binaire rectangulaires entre eux. 

Supposons que le rhombe ACDE {fig. i^) soit la base du prisme droit 
generateur; alors, si Ton jette les yeux sur lay?g-. 25, qui represente, sur le 
plan z = o, i"* le Reseau z = o, dont les Rangees sont figurees par des 
lignes pleines, et en projection sur ce Reseau, les Reseaux z=^j^ ainsi 
que les Reseaux z = ay + 1 , mais ces derniers, dans le cas seulement de la 

9- 
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superposition de toutes les projections; t!" mais, pour \e cas de Taltemance 
seulement, les Reseaux z = ay + 1 , figures par les lignes pointillees oc, cdy 
dey acj etc. , il deviendra evident que tout plan normal au plan de la figure, 
et dirige suivant une des diagonales du rhombe, par exemple suivant la 
ligne ococ\ sera un plan de symetrie pour 1' Assemblage , puisque tout est 
pareil a droite et a gauche de ce plan. Done la diagonale AD, normale a ce 
plan, sera un axe binaire du systeme (theoreme LII) ; on demontrerait de 
meme que la seconde diagonale EC est aussi un axe binaire. 

Scoliel. — Dans le cas oil a {Jig. 25) tomberait sur le milieu de A A', c 
sur le milieu de AC, d sur le milieu de ED, etc., le theoreme precedent 
ne serait plus applicable, quoique le prisme generateur fut encore un prisme 
droit a base rhombe. 

Scolie II. — Si le triangle principal devient equilateral, et si, de plus, les 
Reseaux sont superposes, la symetrie devient senaire, et TAssemblage appar- 
tient a une classe speciale, dont il sera parle ulterieurement ; mais si, dans 
ce cas, les Reseaux successifs sont alternants, la symetrie gen^rale de T As- 
semblage n'est pas modifiee par cette circonstance. 

Theoreme LVII. — Si le RSseau normal a Vaxe binaire est a maille 
rectangulaire, I' Assemblage possede trois a^es de symAtrie binaire rec- 
tangulaires entre eux. 

Dans le cas oii les Reseaux sont superposes sans alternance, le solide 
generateur est un parallelipipede rectangulaire non centre, et le theoreme 
est evident. 

Si les Reseaux sont alternants, il pent se presenter deux cas distincts : ou 
bien le point a de la fig. 24 tombe sur le liiilieu de I'hypotenuse du triangle 
principal, alors rectangle, ou bien sur le milieu de Tun des deux petits 
cotes. 

Dans le premier cas, \9ifig. 26 offre la projection des Reseaux alternants 
sur le plan z = o. Dans ce cas, les plans menes normalement au plan z=o, 
suivant les droites AC, acy ED,..., ainsi que les plans menes suivant AE, 
ae^ CD,..., sont evidemment des plans de symetrie de 1' Assemblage : done 
alors les cotes des rectangles sont des axes binaires (theoreme LII). 

Dians le second cas, la projection est representee p^ir \9ifig. 27, ou ACDE 
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est la maiUe du Reseau :^=o, acde celle du Reseau jz== i. Dans ce cas 
encore^ les plans menes suivant les cotes des rectangles sont evidemment 
des plans de symetrie de T Assemblage. On remarquera que, dans ce dernier 
cas, on pent adopter pour solide generateur un prisme droit a base rhombe ; 
il suffit, en efTet, de prendre pour base la maille du Reseau rhombique 
situe dans le plan normal a z = o, et qui a pour trace la droite x\aEe. 

Scolie. — Si le rectangle se changeait en un carre, la symetrie devien- 
drait quaternaire , et T Assemblage rentrerait dans une classe particuliere, 
dont nous parllerorts bientot; cependant, dans le cas de Talternance corres- 
pondant a la^g*. 27, la symetrie resteraitla meme. 

Definition. — Nous designerons sous le nom de symetrie terbinaire celle 
qui est caracterisee par trois axes binaires normaux Tun a Tautre. Ces trois 
axes, quoique de meme ordre, sorit d'especes differentes. 

Thi^oreme LVIII. — Dans tout Assemblage a symetrie terbinaire, les 
plans reticulaires normaux aux axes binaires sont a maille rhombique ou 
recta ngulaire. 

Soient pris les trois axes binaires pour axes des a;, des j et des z. Si Ton 
fait toumer T Assemblage de 180 degres autour de Taxe des a?, le Reseau 
2 = doit recoincider avec lui-meme; ainsi Taxe des x doit etre un axe de 
symetrie binaire pour le Reseau du plan des xfy ce qui exige (theoreme XIV, 
coroUaire II) que sa maille soit rhombe ou rectangulaire. II en serait de 
meme pour les Reseaux situes sur les plans des xz et des yz. 

CoroUaire. — II resulte des theoremes precedents que tout Assemblage 
terbinaire rentre dans Tune des quatre categories suivantes : . 

I**. Prisme droit a base rhombe non centre , ou prisme droit rectangulaire 
ayant deux de ses faces laterales centrees ; 

2**. Prisme droit a base rhombe, centre ; 

3**. Prisme droit rectangulaire, non centre; 

4°. Prisme droit rectangulaire, centre. 

Dans les cas 2** et 4**? on pent , pour faire deriver T Assemblage, remplacer 
le prisme par un octaedre ACDEA'A'^ {fig. 28), a base rhombe (deuxieme 
cas), ou a base rectangulaire (quatrieme cas). 

Scolie. — J ai demontre, dans mon « Memoire sur les Polyedres de forme 
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symetrique d , plusieura thepremes relatifs a )a symetrie binaire. On peut les 
appliquer aux Assemblages, en ne perdant pas de vue qu'un Sommet cpiel- 
conque peut etre considere eomme etant le centre de symetrie de i'Assem- 
biage, et le lieu de croisement de ses axes et plans de symetrie. Je me 
bomerai ^ reproduire ici Tenonce du theoreme suivant (corollaire du theo- 
reme XIII de mon Memoire), dont la demonstration directe n'offrirait 
d'ailleurs aucune difficulte : 

« Lorsqu'il existe deux axes binaires normaux Tun a Tautre, il en existe 
)> toujours un troisieme normal a leur plan. » 

Theoreme LIX. — Les memes systemes de Rangees et de plans reticu- 
laires se retroiwent dans V Assemblage derwant du prisme droit centre et 
dans V Assemblage derwant du meme prisme droit non centre, 

Le centrage du prisme n'est autre chose que 1' intercalation d'un Sommet 
sur le milieu de Time de ses quatre diagonales. Si Ton effectue la meme 
intercalation sur tons les prismes de TAssemblage, en operant toujours sur 
la diagonale parallele a celle primitivement choisie, il est clair que Ton aura 
un Assemblage double, dans lequel, en vertu du theoreme LIII, on devra 
retrouver les memes systemes de Rangees et de plans reticulaires que dans 
r Assemblage primitif. Done, etc. 

Symetrie ternaire. 

Theoreme LX. —• Dans tout Assemblage possidant unaxe ternaire, le 
liesepu des plans rSticulaires rvormaux a Vaxe est a m^tille triequiangle. 

Soit M {Jig. II eXfig. 29) I'un des Sommets^de T Assemblage, choisi de 
maniere a etre aussi voisin que possible de I'axe de symetrie ternaire, 
sans etre cependant sur cet axe. Par M, menons le plan normal a I'axe, et 
le coupant en O; enfin construisons le triangle equilateral MNP autour 
de O comme centre. 

Si O est un Sommet de T Assemblage, le Reseau offrira la configuration 
representee Jig. 1 1 : M', N', P' seront aussi des Sommets, et I'axe de syme- 
trie sera non-seulement un axe ternaire, mais, qui plus est, un axe senaire. 
En effet, prenons le plan de la figure {Jig- 1 1) pour plan des xy : il est clair 
que le Reseau des plans z = i , z = 2 , • . . , se projettera orthogonalement sur 
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celui du plan 2;= o ; car, en transportant le Reseau z = o sur le plan z = i , 
parallelement a lui-meme, il faut qu'aucun des Sommets de Thexagone 
MM' NN'PP' ne se rapproche de Taxe. Dans ces conditions, la droite, 
nienee par O noimalement au plan de la figure, sera evidemment un axe 
senaire. 

Ce cas restant reserve, nous adniettrons, dans ee theoreme et les sui- 
vants relatiis a la symetrie simplement ternaiie, que le centre O {Jlg^ iftg) du 
triangle MNP n'est pas un Soiuniet de T Assemblage, ce qui ne veut pas dire 
trependant que Taxe inene par ce point ne doit contenir aucun Somniet* 

Le triangle MNP i/ig' 29), resultat de la construction indiquee, sera evi- 
demment le triangle principal du Reseau : done le Reseau sera a maille 
triequiangle- 

Th^oheme LXL ~ Dans tout Assemblage a symetrie s implement ter- 
naire^ deux plans ret icuf aires norma ux a lajoc ternaire^ et separes par 
deu.t plans reticulaires intermediaircs , out des IteseaiLv qui se projetteirt 
orthogonalement Van sur t autre. 

Prenons le plus bas de ces qua t re plans pour plan des xy^ de sorte que son 
equation soit z^ o. Je dis que le Reseau du plan - = 3 se projettera ortlin- 
gonalement sur le Reseau z= o, 

Soit ABCjDKF (/%. iig) un hexagone regulier dont les sommets appar- 
tiennent au Reseau z = o, et par !e centre O, qui est aussi un Sommet dti 
Reseau, menons sur son plan une norinale, qui sera on axe ternaire du sys- 
teine (tlieoreme XFiVII). Puis, transportons parallelement a hii-meme le 
Reseau z^o sur le plan :: ^ i . Soit MNP !e triangle principal du Reseau 
3^1, triangle dont la surface est percee par la normale elevee en O; la 
figure represente la projection orthogonale de ce triangle sur le plan ::; ^ o. 

Si O coincidait avec la projection de Fun des Sommets M, N, P, les Rc- 
seaux se correspondraient dans les plans z^^o^ 3 ^ i , et la symetrie seniit 
senaire. 

Ce cas etiint exclu, la symetrie ternaire de la normale elevee en O exigr 
que O coincide avec le centre du triangle MNP;et, comme ce dernier triani^It' 
doit avoir ses cotes paralleles a AH, AC^, BO, il n'est susceptible que des deux 
positions, inverses Tune de Tautre, MNP, M'N'P'. FiC triangle .MNP, dont les 
sommets coincident evidemment avec les centres de figure des triangles 
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AOF, BOG, DOE, peut etre consid^re comme provenant d'une translation, 
sans rotation, de AOB, ou de COD, ou de EOF. Le triangle M'N'P', dont 
les sommets sont les centres de figure de DOC, EOF, AOB, proviendrait de 
la translation de Tuii des triangles BOC, DOE, FOA. 

Supposons done que le Reseau z = i soit, en projection, le Reseau a 
lignes interrompues MNP,., de la figure. Alors, dans le losange AOFG, la 
grande diagonale OG devra passer par M, et Ton aura, par des proprietes 
connues du triangle equilateral, OM = |0G. Si done on joint le Sommet O 
au Sommet situe sur le plan z = i , et qui a M pour projection, Sommet 
que je nommerai M^ (et qui n'est point indique sur la figure), Toblique OM, 
sera Torigipe d'une Rangee de parametre OM, . En prenant sur cette Rangee 
une longueur OG, = 3 OM, , le Sommet G, (qui n'est point marque sur la 
figure) devra evidemment avoir sa projection en G, et, de plus, il appar- 
tiendra au plan z = 3. D'ou Ton voit que le Reseau z = 3 se projette 
sur le Reseau z = o. 

Deuxieme demonstration. — Soit OO'O'^Qf" {fiS' ^^) ^^*® ternaire pas- 
sant par le Sommet O qui est cense appartenir au plan z = o ; cet axe est 
coupe en O', 0" par les plans z = i , z = 2, et au point Of" par le plan 
z = 3. Le triangle equilateral M'N'F^de la figure est la maille triangulaire 
du Reseau du plan z = i , et il a son centre en O' sur Taxe ternaire. 

Par I'axe 00"^ et par Tun des trois Sommets M', N', P', par exemple 
par M', menons le plan M' 00' /w' qui coupera N'F en son milieu m' et sera 
perpendiculaire a cette ligne. Sur OP', ON', comme cotes, construisons le 
rhonibe ON'P'M" dont le quatrieme Sommet M" appartiendra a T Assem- 
blage, sera situe dans le plan z := 2, et sera, en outre, evidemment contenu 
dans le plan M'OO'm'. 

On aura alors 

M"0"=2 0'm'=M'0', 
0"'0"= 00', 
00'M'=9o^=0"'0"M". 

Done les triangles OO'M' et 0^'0"M'' sont egaux : done M'^O'" est egal 
et parallele a OM'; ainsi. O'" est aussi un Sommet de T Assemblage (theo- 
rc*me XXX). Done les Sommets du Reseau z == 3 se projettent orthogo- 
nalement sur ceux du Reseau z = o. 
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Scolie. — On voit facilement que le Reseau pointille M'N^P'... (^g^. 29) 
sera la projection orthogonale du Reseau du plan z = 2. 

Si, an contraire, le Reseau M'N'P'..^ avait ete la projection orthogonale 
du Reseau 2=1, alors MNP... eut ete celle du Reseau z = 2. 

CoroUaire. — Si, sur la Rangee OG3, Ton supprime le Sommet M^, ainsi 
que celui qui vient apres M^ sur la meme Rangee, et si Ton fait la meme 
opeiation sur tout le systeme des Rangees paralleles a OGg, et qui partent des 
Sommets du Reseau z=^Oj on diangera 1' Assemblage ternaire en un Assem^ 
blagesenaire qui aura pour noyau uii prisme droit a base rliombe de Go et 
I ao degres. Reciproquement, on passera de T Assemblage senaire a T Assem- 
blage ternaire correspondant, trois fois plusriche en Sommets, en intercalant 
deux nouveaux Sommets sur chaque parametre d'un systeme de Rangees 
paralleles a Tune des deux grandes diagonales du prisme generateur a base 
rhombe. 

Mais il iniporte de remarquer que Ton oblient ainsi deux Assemblages 
distincts, selon que Ton a choisi Tune ou Fautre des deux diagonales; ces 
Assemblages out la propriete de coincider, lorsfjue Ton fait tourner Tun 
d'eux de 180 degres autour de Taxe ternaire. Ainsi, d'un meme Assem- 
blage senaire peuvent deriver deux Assemblages ternaires, dlstincts par 
leur situation dans Tespace, un Assemblage ternaire direct et un Assem- 
blage ternaire i/werse, 

Theoreme LXIL — I\ntt .Assemblage a symetrie simplement ternmre a 
pour noyau un rfwmhoedre. 

Reprenons la fig. 3o et la deuxieme demonstration du theoreme pre- 
cedent, Faisons tourner de 1 20 degres autour de OCy^' le parallelogramnie 
OWO^^^Wi le Sommet M' viendra se substituer success) vement a IN' et a F; 
le Sonuuet M" viendra se substituer a W et a P''. Or, de meme que les 
quatre Sommets 0, N^ P^ M'^ forment un rlion»l)e plan, OM'N'P'', OM'FN" 
seront aussi des rhombes plans egaux an precedent, et il est visible qu'il en 

sera de meme des trois faces superieures, 

Le sollde ainsi obtenu sera done \n\ rhomboedre, et comme il ne ren- 
ferme aucun Sommet de T Assemblage, ni dans son interieur, ni sur ses 

J^XXIIP Cahicr, iO 
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faces ou aretes, il pourra etre considere comme etant le parallelipipede 
generateur ou noyau de TAssemblage. 

CoroUaire. — On peut aussi faire deriver TAssemblage de Tun des 
tetraedres elementaires OM'N'F, O^^M'^N'^P'' ifig^^o): les quatre som- 
mets suffisent pour fixer completement le systeihe entier de F Assemblage ; 
mais ce tetraedre h'est point un solide generateur proprement dit. 

Th^oreme LXni. — l^out Assemblage a symStrie ternaire possede trois 
plans de symetrie passant par Vaxe et perpendiculaires aux trois directions 
des cotes du triangle principal da Reseau des plans normaux a I' axe. 

La Jig. 29 represente en projection orthogonale les trois Reseaux des 
plans z = o,z = i, z = 2; tons les autres Reseaux des plans z =/? se pro- 
jettent sur les precedents, le^ Reseaux de la forme z = 3j sur le Reseau 
2 =z o, ceux de la forme z = 3y -h i sur le Reseau z =;= i , ceux de la forme 
2 = Sy H- 2 sur le Reseau z = 2. Soit menee par O la droite OMG nor- 
male au cote AF, et par cette droite un plan normal au plan de la figure. 
Ge plan sera evidemment un plan de symetrie pour chacun des trois 
Reseaux; il sera done un plan de symetrie de 1' Assemblage. 

De meme, les plans menes par O normalement aux cotes AB, BC seraient 
aussi des plans de symetrie; d'ailleurs la symetrie ternaire exige que ces 
plans soient au nombre de trois. Done, etc. 

Les plans menes par O, normalement au plan de la figure, et parallele- 
ment aux cotes, ne sont pas des plans de symetrie de TAssemblage. 

Scolie. — Les cristallographes designent sous le nom de section prin- 
cipale du rhomboedre, tout plan tel que OM'/w"(y"M"m' {fig. 3o) qui 
passe par Taxe geoinetrique du rhomboedre et par deux de ses six sommets 
lateraux, tels que M' et M'^: OO'^' est dit Vaxe du rhomboedre . 

On voil, d'apres cela, que les trois sections principales du rhomboedre 
servant de noyau a un Assemblage ternaire sont des plans de symetrie pour 
cet Assemblage. 

THJ^ORiiME LXIV. — Dans les Assemblages a symetrie ternaire, tout 
cote de la maille triSgi^iangle d*un Reseau normal a I' axe ternaire est un 
axe binaire de I' Assemblage. 

G'est une consequence evidente des theoremes LII et LXIIL On le 
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voit, d'ailleurs, clairement sur hi fig* 29, en considerant le Reseau MNP 
comme appartenant au plan z = i , et le Reseau M'N'P' comnie appartenant 
au plan z = — i . Alors, apres une rotation de 1 80 degres autour de la droite 
AOD, M vient en P', P en M', etc. ; de sorte que le Reseau z = 1 prend la 
place du Reseau z = — i , et vice versa. De meme, les Reseaux z=^p et 
z = — p se substitueraient Tun a Tautre ; done AOD est un axe binaire. 

SymStrie rfuaternaire, 

Thkoreme LXV. — Dans tuai Assemblage a axe de sjmStrie f^uatet^ 
naire^ le Reseau iks plans reticiilaires normaitx a toJie quaternalre est 
a maille carree. 

Soit M {fig* 3i) Tun des Somniets de T Assemblage place a la distance 
mmimum de l*axe quaternalre, mais hors de cet axe. De M menons un plan 
normal a Taxe, et qui le coupe aa point O ; puis, dans le cercle de centre O et 
de rayon OM, inscrivons un cane MM^M^^M'^' dont M soit un des souuneLs : 
les quatre points M, M\ W\ M"^ appartiendront au Reseau de ce plan. 
Alors, si le point O est Tun des Sommets de T Assemblage, le Reseau aura 
pour parailelogramme generateur le carre OMmM', et lecarre MM'M'^M^", 
dans le cas contraire. 

Theoreme LXVL — lout Assemblage a axe de sy metric quaternai/T 
derive du prisme droit a base eanee^ centre ou non centre. 

IV axe quateniaire possedant evidemment toutes les proprietes d'uu axe 
binaire, le noyau de TAssemblage sera un prisme droit a base parallelo- 
i^rammique, centre ou non centre (theoreme LV). 

Si le prisme !i est pas centre, tons les Reseaux des plans z==^p se pro- 
jetteront sur celui du plan z^^o normal a Taxe quaternaire, et il en resul- 
tera, en projection orthogonale, la disposition indiquee par la fig. 32. 

Si le prisme est centre, les Reseaux des plans z=^ 2jse projetteront en- 
core sur le Reseau a maille carree z ^=^ o; mais, quant aux plans z ^ ay + 1 , 
(a projection de leurs Sommets se fera {fig* 32) sur le nillieu de Tun des 
trois cotes du triangle principal ABC (theoreme LV, scolie I); or elle 
ne peut se faire ni sur O', ni sur O''; car le prisme droit eleve sur le earn' 
ABCD, comme base, aurait deux de ses faces laterales can trees, et les deux 
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autres non centrees, resultat evidemment incompatible avec la symetrie des 
axes quatemaires menes par les Sommets A, B, G, D. Done la projection 
du Reseau z == i se fera en O, c'est-a-dire sur les centres des carres du 
Reseau js = o, comme I'indique la fig. 33. 

CoroUaire L — Le theoreme LIII pent etre applique aux Assemblages 
quatemaires. Les memes systemes de Rangees et de plans reticulaires se 
retrouvent dans T Assemblage derivant du prisme droit centre et dans 
r Assemblage dedouble que Ton obtient en supprimant les Sommets places 
aux centres des prismes. 

CoroUaire 11. — On pent substituer au prisme droit centre a base carree 
Toctaedre a base carree de la fig. 28; toutefois ce solide n'est pas im solide 
generateur del' Assemblage. 

Tui^oREME LXVII. — Dans le cds du prisme droit a base carree^ non 
centre, les quatre aretes laterales sont des axes de symStrie quaternatre : les 
oaralleles a ces axes menees par les centres des bases carrees sont aussi 
des axes quaterndires ; mais ces axes sont du genre de ceux que nous a»ons 
nommes axes intermediaires, et ne renferment aucun\des Sonmiets de 
I* Assemblage. 

Theoreme LXVIII. — Dans le ca^ du prisme droit centre a base carree, 
tous les axes de symMrie quaternaire sont des Rangees, et onl pour para- 
metre ta hauteur du prisma. 

Thi^or^me LXIX. — Dans tout Assemblage quaternaire, il existe des 
plans de symetrie passant par I'axe, et diriges, les uns suivant les cotes y 
les autres suivant les diagonales du carre generateur du RSseau normal 
a Vaxe quaternaire. 

CoroUaire. — Chaque cote et chaque diagonale du carre generateur du 
Reseau normal a I'axe quaternaire sont des axes binaires de 1' Assemblage 
(theoreme LII). 

Definitions. — Les axes paralleles aux cotes des carr^ seront dits axes 
binaires de premiere espece; les axes paralleles aux diagonales de ces carres 
seront dits axes binaires de deuxieme espece. Les premiers ont le cote du 
carre, et les autres la diagonale du meme carre, pour parametre* 
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Ces quatre systemes d'axes se coupent sous des angles de 45 degres et 
de go degres. 

Ces divers enonces n'exigent aucune demonstration. 

Symitrie senaire. 

Theoreme LXX. — Dans lont jissembhigc a axe senaire^ le lieseau des 
plans tiormcuix a 1'a.re est a maiUe ineffutungiej et les divers /iese{m*r th* 
ces plans se projvttent orthogonaiement les iifis sur ies autres, 

Soit M {/Ig. 1 1) Ymi des Sommets, pris hors de I'axe, au minimum tie 
distance. Menons par M \in plan normal a Faxe, et qui le coupe au point (>* 
Soit construit aiors Fhexagone regulier MM'NN' PP' ayant son centre en (*. 
Chacun de ses sommets sera un Sommet de TAssemblage, et il en sera de 
nieme du centre O. Ce plan etant pris pour plan des a^^^ son equation sera 
:;=o. 

Sur ies plans reticulaires z^=^ i, z ^^ 2^, .*, la meme demonstration est 
applicable; T intersection de chacun de ces plans avec Taxe sera aussi un 
Sommet. Done Ies Reseaux de ces plans coincident, en projection orthogo- 
naJe, avec le Reseaii du plan s:^ o. D'ailleurs ii est evident que ces Reseaux 
sont a maille triequiangle. 

CorolUiire. *- L axe senaire est une des Rangees de FAssembfage. v\ 
cette Rangee est conjnguee avec son plan nornial 

Theoreme LXXL — Tout Assemblage a €uxe de sjnwtrie setmire di^rke 
dun prisma droit a base trieqiiiangle. 

C'est une consequence du corollaire precedent. Si sur le rhombe 
OMM'N {Jig. n) on eleve un prisme droit ayant pour hauteur Tinter- 
valle qui separe le plan :^ =: o du plan J3 = t, ce solide sera le paralle- 
lipipede genera teur de F Assemblage, puisque OM et ON sont deux Rangees 
conjuguees du Reseau du plan OIMM' N. 

Le prisme droit de ineme hauteur et de base triangulaire OMM' pent 
aussi etre pris pour solide generateur de F Assemblage. 

Corollaires. — Toutes Ics Rangees paralleles a Faxe senaire sont aussi 
des axes senaires. 
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Toute parallele a Taxe senaire menee par le centre de Fun des triangles 
equiangles du Reseau normal a Taxe est un axe intermediaire, dont la 
symetrie est ternaire. 

Toute parallele a I'axe senaire menee par le milieu de I'un des cotes des 
triangles equiangles du Reseau z = o est aussi un axe intermediaire, mais 
de symetrie binaire. 

Tons les plans reticulaires normaux a Taxe senaire sont des plans de 
symetrie. 

Tous les plans reticulaires passant par I'axe senaire et paralleles aux 
cotes des triangles du Reseau z = o sont des plans de symetrie; il y a 
trois systemes distincts de tels plans. 

Tous les plans reticulaires passant par I'axe senaire et perpendiculaires 
aux cotes des triangles du Reseau z = o sont aussi des plans de symetrie ; 
il y a trois systemes distincts de tels plans. 

Dans chacun des triangles equiangles du Reseau z = o, chaque cote 
est un axe de symetrie binaire de I' Assemblage; il y a trois systemes de 
tels axes, et ces axes sont de meme espece. 

Dans ces memes triangles, chaque normale a un cote menee par le 
sonimet oppose est aussi un axe de symetrie binaire; il y a trois systemes 
de tels axes : ces axes sont de meme espede entre eux , mais d'espece difFe- 
rente de celle des precedents. 

Definitions. — Les axes paralleles aux cotes seront dits axes biiiaires 
de premiere espece; les axes perpendiculaires aux cotes, et dont le para- 
metre est la grande diagonale du rhombe generateur du Reseau z = o, 
seront dits axes binaires de dejixieme espece. 

Ces six systemes d'axes se coupent entre eux sous des angles de 3o, 
Ho et 90 degres. 

Theoreme LXXII. *— Siy dans un Assemblage a symetrie simplement 
ternaire, on supprime, parmi les Reseaux des plans reticulaires normaux 
a I'a^e, ceux qui ont un numero d'ordre non divisible par 3, on obtient 
un Assemblage a symetrie senaire : toutes les RangSes et plans reticu - 
laires de I' Assemblage primitif se retrouvent dans k nomel Assemblage. 

La premiere partie de la proposition enoncee a deja ete demontree 
(theoreme LXI, corollaire); la suppression indiquee revient a annuler 
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deux Sommets sur trois, sur chacone des grandes diagonales des prismes 
droits generateurs a base rhombe. Or nous avons vu (theoreme LIII) que 
I'intercalation de nouveaux Sommets, oula suppression des Sommets inter- 
cales, dans un systeme de Rangees paralleles, n'altere pas les divers systemes 
de Rangees ou de plans reticulaires, du moins quant a la direction de ces 
systemes. 

La suppression des plans a indice non multiple de 3 modifie les syslenies 
de Rangees, soit en rendant leur densite trois fois moindre, soit en ren- 
dant leur parametre trois fois plus grand. Elle madiHe les systemes de plans 
reticulaires, soit en triplant Fepaisseur des strates, soit en triplant Taire de 
Ja maille generatrice des Reseaux de ces plans, 

SjmMrie terquatcrnaire. 

Les enonces des theoremes qui vont suivre^ et la definition de la page 8G, 
indiqueront cc que Ton doit entendre par la sjmetrie terquaternaire, 

Theoreme LXXIIL — Lorsqiiun j4ssemblage possede deux cuzes de 
symetrie ternaire non paraUeles, il en possede qaatre^ disposes comme le 
sont les qiiatre grandes dmgonufes dun cube^ cest-iVdire se coupant sous 
/'angle 7o"3i'44'^ dont le cosi/uis est i^gal a |, et il n^^ pent en possedrr 
un plus grand nomhre. 

Soient OA et OB {fig^ M) les deux axes de symetrie donnes partant 
d'un mdme Sommet 0, et prolongeons-les jusqu'a la rencontre dune sur- 
face spherique de centre O et de rayon egal a i, Menons Tare de grand 
cercle AB, et faisons tourner le systeme OAB de \ 20 degres autour de OB, 
jusqu*a ce qu'il arrive en OCB, puis de lao degres autour de OG, etc; 
nous arriverons facileinent par cette voie a demontrer que les axes ternairesi 
sont assembles, ou bien conime les quatre diagonales d un cube, ou bien 
comme les dix diagonales dun dodecaedre regulier; mais si Ton nomnie tj& 
[fig^ 34) le centre du polygone regulier spherique AB(>D.., aJnsi obteuii, 
04> devra etre aussi un axe de symetrie tel, que la restitution des Sommets 
s'opere apres une rotation egale a Tangle A&^C, autour de 6?; or^ dans le 
cas du dodecaedre regulier, on aurait 

Aa>G=i44% 
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angle qui ne peut jamais {i/oyez le corollaire du theoreme XL VI) produire 
la restitution des lieux des Sommets : done !e eas de dix aices ternaires as* 
sembles comme les diago^ales d'un dodeeaedre reguUer doit etre exclu; 
done, etc. 

Ceux de nos lecteurs qui desireraient une demonstration plus developpee 
de ce theoreme, la trouveront dans mon « Memoire sur les Polyedres de forme 
symetrique >. Je me borne a rappeler que j'ai demontre dans ce Memoire : 

i''- Que lorsqu'il existe dana un polyedre deux axes d'ordre superieor 
au deuxieme, le polyedre est spkeroedrique (theoreme XL de mon 
Memoire) ; 

2''. Qu'il existe deux groupes de polyedres spheroSdriques, les quater- 
ternaires, ayant quStre axes ternaires assembles comme le sont les quatre 
diagonales d'^un cube, et les dAcemternaireSy ayant dix axes ternaires assem- 
bles comme le sont les dix diagonales d'un dodeeaedre regulier (coroUaire 
du theoreme XLIII, meme Memoire); 

3"*. Que les polyedres d4cemternaires ont en meme temps dix axes 
quinaires (theoreme LII, m^me Memoire). 

Comme les Asseniblages ne peu vent jamais posseder d'axes quinaires., 
ils ne peuvent, par consequent, avoir dix axes ternaires. 

De la resulte clairement que tout Assemblage qui a deux axes ternaires 
rentre dans la categoric des polyedres quaterternaires ^ et meme dans la 
categoric speciale des polyedres quaterternaires a centre de symetrie, 
puisque chaque Sommet d'un Assemblage peut etre pris pour son centre 
de symetrie. Ainsi le theoreme actuel est completement demontre. 

TuioREME LXXIV. -T- Le plan de jonction de deux aaes ternaires non 
paralleles est un plan de symetrie de V Assemblage. 

Soient OA {fig^ 35) I'un de ces axes, et OB le second axe: du Sommet O, 
et d'un rayon OA egal a i , decrivez une surface spherique ; menez Tare 
de grand cercle AB, et les arcs de grand cercle AG^ AD, tels, que Ton ait 

BAC = i!2o% BAD = i2o% AG = AD=AB. 

Par OA passent trois plans de symetrie (theoreme LXIII) qui couperont 
la sphere suivant trois grands cercles. Si ces plans n'etaient pas diriges 
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suWant AB, AC, AD, ils le seraient suivant Aft, Ac, Ad; B, G, D auraient 
des homologues en B', C, D': ainsi non-seulement OB, OC, OD seraient 
des axes temaires; mais il en serait de meme de OB', OC', OD', ce qui est 
contraire au theoreme precedent. Done OAB, OAC, OAD sont des plans 
de symetrie; ce sont, de plus, les trois sections principales du rhomboedre 
generateur dont Taxe est dirige suivant OA. 

Theoreme LXXV, — Les bisectrices des angles 70*' 3 1' 44' 1 ^ f>9° 28' i G \ 
queformeiit entre eiix deu^ axes temaires^ sont des axes de sjinetrie pour 
le Jicseaii du plan reticulmre qui unit ces deux axes. 

La demonstration de ce theoreme se deduit faci lenient des principes 
exposes dans mon « Memoire sur les Polyedres de forme symetriqye » : car 
il en resulte que la bissectrice de Tangle obtus ( 109*" 38' 16'^) de deux axes 
ternaires d'un polyedre quaterternaire est tou jours un axe de symetrie 
binaire ou quaternaire dn polyedre (theoreme XLIV de ce Memoire); done 
cette bissectrice est un axe de symetrie pour les Reseaux de tous les plans 
reticulaires qui passent par cette droite. La bissectrice de Tangle aigu des 
deux axes ternaires sera done aussi un axe de symetrie du Reseau de leur 
plan (theoreme XII). 

Probleme XXIX. — Trouver les Assemblages qui possedent quatre axes 
de symetrie ternaire. 

Dans un Assemblage quelconque a noyau rhomboedrique, soit 00' 
{fig- 36) Taxe ternaire, de parametre 00'; O, O' sont deux Sommets, et 
Tune des trois sections principales est prise pour plan de la figure. Soit 
AOA'O' cette section principale : si par les Sommets O, A, k\ 0' on ima- 
gine des plans GOH, AmB, A'm'B', G'O'H' normaux a Taxe, ces plans 
pourront etre consideres comme ayant pour equations 

z = o, js = I , z=:2, z=3; 

ils divisent done le parametre de Taxe 00' en trois parties egales. 

Maintenant nommons 

yu Tangle du rhomboedre, c'est-a-dire Tangle que forment entre elles 
deux faces de ce rhomboedre passant toutes les deux par O, ou toutes les 
deux par O'; 

XXXUl* Cahier, ii 
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a le parametre des axes binaires de T Assemblage , c'est-a-dire la lon- 
gueur des cotes du triangle equiangle formant la maille du Reseau des plans 

Af ■ O J At ^^^ I J • • • ^ 

d le parametre de Taxe ternaire, c'est-a-dire la longueur 00'. 

II est aise de voir que Ton a, quel que soit Tangle /U du rhomboedre, 

Am = A'/n'= y/| a, 
Om = mn/^^ 0'm'= | d; 

Tangle ,u depend du rapport existant entre les parametres a et d, et 
Ton trouve facilement que cette dependance est exprimee par la formule 

(62) tang4^ = J, + f 

Ces preliminaires , qui s'appliquent a tous les Assemblages ternaires, 
etant poses, cherchons la condition pour que T Assemblage possede quatre 
axes ternaires. 

Prenons pour plan de la figure le plan de jonction de 00' avec le 
deuxieme axe ternaire, qui sera OA. On sait : i*" que ce plan sera Tune des 
trois sections principales du rhomboedre a axe 00' (theoreme lAXIV); 
2** que Ton doit avoir 

cos mOA = I (theoreme LXXIII), 

d'oii il resulte que Ton a 

0A = 30m = 00'; 

3"* que la bissectrice OM de Tangle AOO' est un axe de symetrie du Reseau 
du plan de la figure (theoreme LXXV). 

D'oii Ton voit que, si Ton mene AM parallele a 00', O'M parallele a OA, 
la figure OAMO' sera un rhombe dont les quatre sommets seront des Som- 
mets appartenant au Reseau du plan de la figure, et dont les diagonales OM, 
AO' seront des axes de symetrie du Reseau (theoreme LXXV). Si mainte- 
nant on partage OA en trois parties egales 0/^, nn\ /I'A, les plans normaux 
a OA, passant par O, /i, /i'. A, viendront couper la bissectrice OM en C, B', 
N. Comme les Sommets de notre Reseau ne peuvent se rencontrer, d'une 
part, que sur le systeme des Rangees G'O'H', A'm'B', BmA, d' autre part, 
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que sur le systeme des Rangees APN, /^' RB' Q, nCO\ ces Sommets ne doivent 
etre cherches que sur les points d'intersection de ces droites. Mais d'abord 
il est evident que les quatre points R, P, Q, D' ne peuvent appartenir a 
TAssemblage; car, si le point D' etait dans ce cas, en le faisant tourner 
de 1 20 degres autour de 00', il viendrait en un lieu de Tespace tel, 
qu'il aurait u pour projection sur le plan de la figure, et serait situe dans 
Tinterieur de la strate comprise entre les deux plans menes par O etn nor- 
malement a OA, ce qui est evidemment impossible. Done les points C, B', 
N peuvent seuls etre des Sommets, dans Tinteri^ur du rhombe OAMO'. 
Done le nombre des solutions se reduit a trois, le parametre de la Rangee 
OCB'M etant necessairement egal a OM, ou a 0B'= { OM, ou a OG = | OM. 

Premiere solution. — Le parametre de la Rangee bissectrice est egal 
a OM. Le parallelogramme AOA'O' est alors la section principale du rhom- 
boedre ayant 00' pour axe. 

Ce rhomboedre est completement determine par 1' equation 



Am =0A — Om =\d\ 



d'oii Ton tire 



a^= 3Am =\d\ 
tang^{;tfc=3, /A = i2o°. 

L' Assemblage dependant du rhomboedre de 120 degres auquel nous 
sommes ainsi conduits, pent etre obtenu en centrant tous les cubes d'un 
Assemblage a noyau cubique. En effet, le point O peut etre considere 
comme etant le plus bas Sommet d'un cube dont le centre serait en O' et 
le Sommet superieur en O"; le parallelogramme OA'O'^M serait sa section 
principale suivant la diagonale 00"; le Sommet A serait le centre de 
Tun des six cubes qui se juxtaposent a OA'O^M suivant chacune de ses 
faces. 

Deuxieme solution. — Le parametre de la Rangee bissectrice est egal a 
OB'. Le rectangle OB'O'B est alors la section principale du rhomboedre 
qui a 00' pour axe. L'arete O'B' du rhomboedre etant normale a la face 
qui a O'B pour trace, on voit que le rhomboedre correspondant est un 
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cube. On deduirait aussi ce resultat des formules 

tang4/^ = f-hi = i, /^ = 90'. 

Troisieme solution. — Le parametre de la Rangee bissectrice est egal a 
OC. Dans ce cas, O, C, B', N, M sont des Sommets de TAssemblage. La 
section principale est OCO'C. On a, alors, 

tang4;t. = i + | = l, ;u = 7o^3i'44". 

D'apres la valeur, 70**3i'44''> de Tangle diedre du rhomboedre genera- 
teur, on reconnait qu'il ise termine superieurement et inferieurement par 
deux tetraedres reguliers. On a, d'ailleurs, 



OG =0m ^Cm =Ld' -^^d' :^\d' = a\ 

ce qui prouve bien que les trois faces laterales de ce tetraedre sont des 
triangles equilateraux. 

Les Sommets C, C occupent les centres de deux des faces du cube a sec- 
tion principale OBO'B'; les quatre Sommets qui se projettent orthogonale- 
ment en D et D', sur le plan de la figure, occupent les centres des quatre 
autres fiices du meme cube. Ainsi T Assemblage actuel peut etre considere 
comme derivant d'un cube ayant ses six faces centrees. 

En resume, le cube, le rhomboedre de 120 degres (rhomboedre tangent 
exterieurement au cube, suivant le langage des cristallographes) , et le rhom- 
boedre de 70**3i'44'' (rhomboedre tangent interieurement au cube), sont 
les seuls rhomboedres qui puissent servir de noyau a un Assemblage pos- 
sedant quatre axes ternaires. 

Thi^oreme LXXVL — Les Assemblages qui possedent quatre axes ter- 
naires possedent aussi trois axes quaternaires. 

On peut substituer aux trois rhomboedres que nous venons d'obtenir Je 
cube centre, le cube non centre et le cube a six faces centrees. Or chacun de 
ces solides possede evidemment trois axes quaternaires ; ce sont les lignes 
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qdi joignent deux a deux les centres des &ces opposees de ces cubes. Ces 
axes quatemaires sont rectangulaires entre eux. 

Theoreme LXXVn. — Lorsqu il existe deux axes de symetrie quater- 
noire y it en existe trots assembles rectanguUdretnenty et il ne pent enexister 
un plus grand nomhre. 

Ge theoreme se demontrerait comme le theoreme LXXIII. Les intersec- 
tions des axes avec la sphere de rayon i ferment un systeme de six points 
repartis de maniere a figurer les sommets d'un octaedre regulier inherit ; 
done, etc. " 

G'est d'ailleurs une consequence immediate du theoreme XLI de mon 
« Memoire sur les Polyedres de forme symetriqoe » . 

pROBLEME XXX. — Trouper les Assemblages qui possedent trois axes 
quatemaires, 

Le solide generateur de tout Assemblage a un axe quaternaire est un 
prisme droit a base carree, centre ou non centre {theoreme LXVI). Soir 
done OACB [fig. 87) la base de ce prisme, O, A, C, B etant des Sommets 
de TAssemblage. 

Soient a le parametre des Rangees dirigees suivant les cotes de ce carre, 
d le parametre des Rangees normales a son plan. 

Les deux axes quaternaires qui restent disponibles sont necessairement 
situes dans le plan OACB (theoreme LXXVII); ils sont done diriges sui- 
vant OA, OB, ou suivant OC, GOE; sans cela, la symetrie binaire que 
possedent ces dernieres hgnes ( theoreme LXIX , corollaire ) doublerait le 
nombre des axes quaternaires, ce qui serait contraire au theoreme LXXVIL 
De la resultent les trois solutions suivantes : 

Premiere solution. — Si le prisme n'est pas centre, les axes situe^ dans 
le plan de la figure ne peuvent etre OC et GOE; car une rotation de 
90 degres autour de OG amenerait A dans Tinterieur du prisme indefini qui 
a OAGB pour base, et qui doit rester vide de tout Sommet dans son inte- 
rieur: mais Ton pent prendre OA, OB pour axes quatemaires, et, en faisant 
tourner OAGB de 90 degres autour de OA, on voit que Ton aura 

Ainsi, dans ce cas, le solide generateur est un cube non centre. 
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Deuxieme solution. — Si fe prisme est centre, soit D son centre (que 
Ton n'a point marque sur la figure), se projetant orthogonalement en d sur 
le centre du carre OACB. 

Si les axes quaternaires disponibles sont alors diriges siiivant OA, OB, 
une rotation de OACB autour de OA, egale a 90 degres, fera voir que 
Ton a, comme precedemment , 

a ^=d. 

Le point D occupera le centre du cube ayant OACB pour base; le solide 
generateur est alors un cube centre. 

Troisieme solution. — Enfin , si les axes quaternaires disponibles sont OC 
et GOE, en efFectuant une rotation de 90 degres autour de OC, on voit que 
A viendra en D ; d'oii Ton deduit 

lid=kd = asjl, 

et, en doublant cette hauteur, on aura la hauteur du prisme generateur, 
savoir, 

d=^a^. 

Mais, si Ton prend alors le carre OCFE pour base, le prisme se change evi- 
demment en un cube centre sur ses six faces. 

CoroUaire. — Les trois genres d' Assemblages que fournit la solution du 
probleme XXX coincident avec les trois genres d' Assemblages que fournit 
la solution du probleme XXIX. 

II en restilte que les Assemblages qui possedent trois axes de s}rmetrie 
quaternaire possedent quatre axes de symetrie ternaire, et vice versa. 

Theoreme LXXVIII. — Tout Assemblage qui possede en meme temps 
un axe ternaire et un axe quaternaire, possede trois ojces quaternaires et 
quatre axes ternaires. 

Les trois axes quaternaires sont une consequence de la symetrie propre a 
I'axe ternaire donne ; 1' Assemblage possede done aussi quatre axes ternaires 
( corollaire precedent ) . 

Definition. — Nous nommerons dorenavant Assemblages terquaterncufcs 
les trois genres d' Assemblages dont nous venoas de constater Texistence, et 
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qui possedent en meme temps trois axes quaternaires et quatre axes ter- 
naires. La symetrie qui caracterise ces Assemblages sera dite symetrie ter- 
quaternaire. La presence simultanee de deux de ces sept axes suffit pour 
constater la symetrie terquaternaire. 

Theoreme LXXIX. — Tout Assemblage terquaternaire possede six a^es 
binaires qui bissequent les angles droits que forment les axes quaternaires 
combines deux a deux. 

Solent x'Oxy /'Oj, z^Oz {fig- ^^) trois axes quaternaires se coupant au 
Saminet O; la symetrie de Taxe quaternaire Oz exige que les deux bissec- 
trices des angles xOy^ x^Oy soient des axes binaires (theoreme LXIX, 
coroilaire). II en serait de meme pour les quatre autres bissectrices. 

Theoreme LXXX, — Tout Assembkige terquatermtire possede trois 
plans cle symetrie joignant deux a deux les axes quaternaires^ et six autres 
plans de symetrie Joignant deux a deux les axes ternaii^es^ mais d'autrt 
espece que les trois precedents. 

La presence des trois axes quaternaires exige que les plaus reticulaires 
normaux a ces axes soient des plans de symetrie de T Assemblage (theo- 
reme LIT ), Les six axes binaires necessitent de meme six plaus de symetrie 
qui leur soient normaux; du reste, on a deja vu (theoreme JjXXIV) que le 
plan de jonctlon de deux axes ternaires etait un plan de symetrie : un tel 
plan est evidemment normal a Tun des six axes biuaires du systeme. 

Scolie. — Pour se figurer la position mutuelle de ces axes et plans, on 
pent considerer un cube dont le centre coincide avec leur point de con- 
cours. Les quatre diagonales du cube sont les axes ternaires; les trois 
droites, joignant deux a deux les centres des faces opposees, sont les axes 
quaternaires; les six droites, joignant deux a deux les milieux des aretes 
opposees, sont les axes binaires ; les plans menes par le centre parallele- 
ment aux faces sont les trois plans de symetrie de premiere espece; les plans 
menes par deux aretes opposees sont les six plans de symetrie de seconde 
espece. . 

On pent egalement diviser la surface de la sphere en huit triangles tri- 
rectangles, au moyen de trois grands cercles: les sommets Q, Q', Q'^..., 
de ces triangles sont alors des extremites d'axes quaternaires; les centres 
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T, T', T'',. . . , de ces memes triangles sont des extremites d'axes temaires, et 
les milieux B, B', B''^,..;, de leurs cot^ sont des extr^mites d'axes binaires. 
On a 9 en se bornant a considerer les plus petits des angles formes par 
ces axes 9 et en nommant O le centre de la sphere, les relations angulaires 
suivantes : 

QOQ'=: 90% QOT = 54M4'8", 

TOr=7o°3i'44'', QOB = 45% 
BOB' = 6o°, TOB = 35« 1 5'52^ 

Theoreme LXXXI. — S'il existe dans un Assemblage un axe de sy^ 
metrie senaire, il ne peuty exister aucun autre ojce que des axes binaires 
situes dans le plan normal a cet axe. 

Et d'abord il ne peut exister siniultanement deux axes senaires, puisqu'il 
n' existe aucun polyedre regulier dont les angles plans s'assemblent six par 
six a chaque sommet {yoyez les demonstrations des theoremes LXXIII 
et LXXVII, ou mieux encore le theoreme XLI de mon « Memoire sur les 
Polyedres de forme symetrique »). 

S'il existait dans T Assemblage un axe ternaire ou quaternaire, ou meme 
im axe binaire oblique a I'axe senaire, la symetrie propre a cet axe forcerait 
Taxe senaire a se repeter, et il y aurait au moins deux axes senaires dans 
r Assemblage, ce qui n'est pas possible, d'apres la remarque precedente. 

CUtssification des Assemblages symetriques. 

Au point de vue de leur symetrie, on peut distinguer sept classes d' Assem- 
blages que je designe de la maniere suivante : 

Premiere classe. — Assemblages terquaternaires. Trois axes quatemaires, 
quatre axes temaires et six axes binaires, disposes comme le sont les lignes 
joignant deux a deux, dans un cube, les centres des faces opposees, les 
sommets opposes et les milieux des aretes opposees. Trois plans de syme- 
trie normaux aux axes quaternaires; six plans de symetrie normaux aux axes 
binaires. 

Trois modes d' arrangement distincts : 

I®. Le cube; 



SUR LES SYSTEMES DK POINTS DISTRIBU^S REGULIEREMENT. 89 

•2'*. Le cube centre, que Ton peut remplacer par le rhomboedre de 
I '^o degres ; 

3^. Le cube a faces centrees, que Ton peut remplacer par le rhomboedre 
de 70*^3 1 '44^ ou par le prisme centre, a base carree, dont la hauteur egale 
le cote de la base multiplie par y/2. Le tetraedre regulier et Toctaedre 
regulier peuvent aussi servir a la derivation de ce troisiem^ mode. 

Detuieme clause . — Assemblages senaires. Vn axe senaire normal a ufi 
plan reticulaire dont )e Reseau est a maille triequiangle; trois axes binaires 
de premiere espece, |>aralleles aiix cotes du triangle (jrincipal; trois axes 
bijiaires de deuxieme espece, paralleles aux hauteurs. 

Un plan de symetrie normal a Taxe senaire ; trois plans de synietrie de 
nieme espm*, normaux aiix axes binaires de la premiere espece; trois plans 
de symetrie d'une autre espece, normaux anx axes binaires de la deuxieme 
espece. 

Un seul mode d'arrangement, indique par les six sommets d'un prisme 
droit a base triequiangle. Le parallelipipede generateur est un prisme droit 
dont la base est im rhombe de 60 et 120 degres. 

Troisieme classe. — Assemblages quaternaires. Un axe quaternaire nor- 
mal a un plan reticulaire dont le Reseau est a maille carree ; deux axes 
binaires de premiere espece, paralleles aux cotes de ce carre; deux axes 
binaires de deuxieme espece, paralleles aux diagonales. 

Un plan de symetrie normal a Taxe quaternaire; deux plans de symetrie 
de meme espece, normaux aux axes binaires de la premiere espece; deux 
plans de symetrie d'une autre espece,* normaux aux axes binaires de la 
deuxieme espece. 

Deux modes distincts d'arrangement : 

I*". Le prisme droit a base carree; 

2°. Le prisme droit a base carree, centre; on peut lui substituer un 
octaedre droit a base carree. 

Quatrieme classe. — Assemblages ternaires. Un axe ternaire normal a 
un plan reticulaire dont le Reseau est ^ maille triequiangle; trois axes bi- 
naires de meme espece, paralleles aux cotes du triangle principal. 

Trois plans de symetrie passant par I'axe ternaire et perpendiculaires 
aux axes binaires. 

XXXIIP Cahier. 1 2 
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Un seul mode d'arrangement indiqae par les huit sommets d*iin riiom- 
boedre. 

Cinquieme classe. — Assemblages terbinaires. Trois axes de symetrie 
binaire, rectangulaires entre eux, tous les trois d'especes difFerentes ; trois 
plans de symetrie joignant ces axes deux a deux. 

Quatre modes distiiicts d' arrangement : 

i^. Le prisme droit a base rectangle; 

2**. Le prisme droit a base rectangle, centre; on peut lui substituer 
Tocta^dre droit a base rectangle; 

3"". Le prisme droit a base rhombe ; on peut lui substituer un prisme 
droit a base rectangle, centre sur ses deux bases, ou sur deux de ses faces 
laterales, paralleleset opposees Tune a I'autre; 

4''. Le prisme droit a base rhombe, centre; on peut lui substituer 
Toctaedre droit a base rhombe, dont les trois sections principales sont des 
rhombes. 

Sixieme classe. — Assemblages binaires. Un seul axe de symetrie binaire ; 
un seul plan de symetrie normal a Taxe, et dont le Reseau a pour triangle 
principal un triangle acutangle quelconque. 

Deux modes distincts d'arrangement ; 

1*^. Le prisme droit a base parallelogrammique, non centre; 

2''. Le prisme droit a base parallelogrammique, centre ; on peut lui sub- 
stituer le prisme droit a base parallelogrammique, ayant deux de ses faces 
laterales centrees. 

Septieme classe. — Assemblages asymetriques. Aucun axe, aucun plan 
de symetrie. 

Un seul mode d'arrangement : 
Le prisme oblique a base parallelogrammique. 

Le tableau suivant indique le nombre des ales de symetrie dans les 
diverses classes d'Assemblages : 
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On voit, d'apres ce tableau, que le nombre total des axes suffit pour 
definir completement chacune de ces classes, puisqu'il est necessairement 
Tun des sept nombres i3, 7, 5, 4? 3, i, o; le premier de oes nombres 
exprime le plus haut degre de symetrie qui puisse se presenter dans un 
Assemblage. 

Relativement a Tespece des axes, on remarquera : 

I*". Que les axes quaternaires sont toujours de meme espece ; 

a"". Qu'il en est de meme des axes ternaires ; 

3*". Mais que cela n'est pas toujours ainsi pour les axes binaires. 

Nous nommons axes binaires de premiere espece, ceux de plus petit para- 
metre ; axes binaires de deuxieme espece, ceux dont le parametre est plus 
grand que celui des axes de la premiere espece, mais moindre que celui des 
axes de troisieme espece, si ces derniers axes se rencontrent dans F Assem- 
blage; axes binaires rfe troisieme espece, ceux a parametre maximum. 

Le tableau suivant ofTre la distribution des axes binaires par especes, pour 
chacune de nos six premieres classes. J'y ai ajoute le nombre des plans de 
symetrie qui caracterisent la classe ; chacun d'eux correspond a un axe 
binaire, quaternaire ou senaire qui lui est normal. 

Relativement aux plans de symetrie de meme espece ou d'especes ditfe- 
rentes, on se guidera sur la regie suivante : « A des axes d'ordre pair et de 
» meme espece correspondent toujours des plans de symetrie de meme 
» espece; reciproquement, si les axes sont d'especes differentes, les plans de 
i> symetrie qui leur sontnoniiaux sont aussi d especes differentes. » 

Le nombre total des plans de symetrie est toujours egal au nombre total 
des axes d'ordre pair qui existent dans TAssemblage. 
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he nombre maximum de ces plans de symetrie est done egal a 9. 



ASSEMBLAGES. 


AXES Bi:«AIRB8 DE 


SIOMDIIE TOTAL 

dc8 plans 

de 
symetrie. 


premiere 
esp^cc. 


denxi^mc 
esptee. 


troisiime 
espicc. 


Terquaternaires 

Senaires . ...•....•. 


6 
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a 
3 

1 
1 



3 



I 









I 



9 

7 
5 
3 

3 

I 


Qualernaires . ... 
Ternaires 


Tcrbinaircs 

Bioaires 



Dans la deuxieme elasse (Assemblages senaires), le parametre des axes 
binaires de premiere espece etant i , celui des axes de deuxieme espece est 
toujours egal a y/S. 

Dans la troisieme elasse (Assemblages quaternaires), le parametre des axes 
binaires de premiere espece etant i , celui des axes de dfeuxieme espece est 
toujours egal a y/2. 

Diansla cinquieme elasse (Assemblages terbinaires), les rapports sont inde- 
termines. 

Notations symholiques de la symetrie des Assemblages. 

Si, par Tun des Sommets d'un Assemblage, on fait passer tous les axes et 
plans de symetrie qui lui sont propres, on pourra considerer TAssemblage 
comme un polyedre dont le centre est au Sommet que Ton a choisi. . 

On nomme centre de symetrie dans im polyedre un point central ainsi 
situe, qu'en le joignant a un sommet quelconque du polyedre, et pro- 
longeant la droite de jonction, au dela de ce centre, d'une quantite egale a 
elle-meme, le point ainsi obtenu soit aussi un sommet du polyedre, lequel 
sera dit V/wmologue du sommet primitif, par rapport a ce centre de 
symetrie. 

Tous lea polyedres ne sont point pourvus d'un tel centre de symetrie; 
lorsqu'il existe, sa presence y introduit un element particulier de. symetrie 
dont il est important.de tenir compte. 

Dans un Assemblage quelconque, tous les Sommets sont evidemment des 
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centres de symetrie ; cette multiplicite de centres est en rapport avec la mul- 
tiplicite que Ton observe dans le systeme des axes de symetrie paralleles a 
un axe donne. 

On pent appliquer aux Assemblages les memes notations symboliques qui 
m'ont servi a representer la symetrie des polyedres ordinaires (Memoire sur 
les Polyedres de forme symetrique, Journal de Mathematiques y tome XIV). 

Dans lessymboles que j'ai adoptes, la lettreG indique un polyedre pourvu 
d\m centre de symetrie; ee symbole devra evidemnient se presenter dans 
toutes les expressions de la symetrie des Assemblages, 

Les lettres A, Fj, 1/ clesignent des axes de symetrie; A% L% L'^, des 
axes binaires; A% I/,..., des axes ternaires, et ainsi de suite, Tindice supe- 
rieur indiquant te numero d'ordre de la symetrie de Taxe, 

[ia lettre A s'ap()lique totijours a Faxe principal, seul deson espece. 

TjC noiubre des axes de nicme espece est indique par le coefticient qui 
precede la lettre symbole de cesaxes; ainsi la notation (A\ 3LS 3L'M 
indique un axe principal senaire coniliine avec trois axes binaires d'une 
certaine espece, et avec trois autres axes binaires dune autre espece. 

Ties plans de symetrie sont desii^nes par les lettres 11, P, P'; on ailectera 
la lettre n au plan de symetrie normal a I'axe principal A ; les symboles P^ 
P'^, P^', aux plans de symetrie normaux aux axes I/, L'^, I/; le nombre de 
ces plans sera place, sous forme de coefficient, en avant de la lettre P: ainsi 
(n, 3P% 3P^^) signifiera un plan de symetrie normal a Taxe principal, trois 
plans de symetrie de meme espece nonnaux aux axes 3L^, et trois plans de 
symetrie d'une autre espece normaux aux axes 3L'^. 

Ceci pose, les symboles de nos sept classes d' Assemblages seront les sui- 
vants : 
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oL, C, op. 
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II iiiiporte de remarquer qu'ici les lettres C, A, L, n, P,...9represeiitent 
non pas un seul pcNnt, ou une seule ligne, ou un seul plan^ comme cela a 
lieu dans les polyedres a nombre limite de sommets, mais bieii un systeme 
de points, ou un systeme d'axes tous paralleies, ou un systeme de plans 
pareillement tous paralleles entre eux. 

II faut ajouter encore qu'il existe dans les Assemblages des centres de 
symetrie qui ne coincident pas avec les Sommets de T Assemblage ; ces centres 
de symetrie sont les analogues des axes intermediaires et des-plans de syme* 
trie intermediaires dont nous avons parle, pages 6oet62. Ainsi, dans la 
elasse asymetrique, il existe huit systemes distincts de centres de symetrie 
de r Assemblage, savoir : i° les Sommets de T Assemblage; a"* les centres des 
parallelipipedes generateurs ; 3° les centres des faces de ces parallelipipedes, 
centres qui se groupent en trois categories distinctes; 4"* les milieux des 
aretes,. qui constituent aussi trois systemes distincts de centres. On pent 
consulter, a ce sujet, le Memoire de M. Philippe Breton {Journal de Ma- 
thematiques de M. Liouville, tome X, page 43o). 

II est entendu que nous nous bornons a considerer les centres qui coin- 
cident avec des Sommets, de meme que, parmi hes axes de symetrie, nous 
n'avons tenu compte que de ceux qui passaient par des Sommets. 

Des differents modes d' arrangement des Sommets dans la meme elasse 

d ' Assemblages. 

On a deja pu remarquer que, dans une meme elasse d' Assemblages, ve- 
naient se grouper des Assemblages a modes d'agencenient des Sommets com- 
pletement distincts, quoique les axes et plans de symetrie fussent les memes 
de part et d'autre. Je les nommerai les divers modes de Ja elasse. M. Fran- 
kenheini, qui a ete conduit, dans ses belles recherches sur la cristallo- 
graphic (*), a une subdivision du meme genre, a designe ces modes sous 
le nom d'ordres; mais le terme a modes » me parait ici preferable , conrnie 
exprimant le fait geometrique auquel ils correspondent. Par la meme raison, 
je rejette la designation de types Sous laquelle je les avais d'abord decrits, 
dans une communication faite a la Societe Philomathique le 1 7 mars 1849. 

(*) Acta Naturte curiosoruniy t. XIX, a* partie, p. 483. 
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Deux Assemblages de la meme classe appartiennent a des modes distincts 
de symetrie, lorsqu'en faisant varier d*une maniere continue les espacements 
des Sommets de Tun des Assemblages, sans quil perde un seal instant ses 
axes de symetrie^ on ne peut , malgre cela , le rendre que partiellement su- 
perposable avec Tautre Assemblage. Tels sont, par exemple, T Assemblage 
derivant du cube, et celui derivant du cube centre. En faisant varier dans 
ce dernier le cote du cube, on peut feiire coincider la moitie de ses Sommets 
avec ceux. du premier Assemblage; mais 1 auue nioitie, qui uccupe les 
centres de (igure des cubes, reste en dehors de hi superposition. 

Deux Assemblages appartiendront au meme mode, lorsqu'une variation 
continue de leur^ parametres pourra les reudre coincidents. 

Lorsque les trois axes dont on fait varier les parametres sont des Rangees 
conjuguees de chaeuri des deux Assemblages , ceux-ci appartiennent toiijours 
au meme mode d arrangement; car la superposition de Rangees conjuguees 
homologuesi Sonmiets a Sommets, entraineavec elle celle des Assend>lages. 

Tons les modes distiticts d\nie meme classe peuvent toujours tWriver de 
Tun des modes de la classe, par Taddition de nouveaujt Sommets ^ soitau 
centre de figure du soHde generateur, soit sur les centres de ses faces ; nous 
disons alors qu'on centre ce aolide en son centre de figure, on sur ses faces, 

Je vais ajotiter quelcpies nouveaux details a ce qui a etc deja dit sur 
la division en modes de nos classes^ on systemes. 

Systenw tenfuatenmire. 11 comprend trois modes distiricis : 

1°. Le mode hesaedral : le solide generateur est un cube portant une 
molecule a cliacun de ses sommets [voyez la lemarquc de la page 3, 
ligneM); 

2°. Le mode octaedral : le solide dont il derive est un octaedre regulier 
portant une molecule a chacun de ses sommets; on peut le remplacer par 
un tetraedre regulier, qui en est une forme equivalente, ou bien encore par 
le rhomboedre de 70° 3i'44^ Ge mode derive du cube par le centrage des 
six faces de ce solide; alors le nouveau cube (cube a faces centrees), outre 
les molecules de ses sommets, en porte une au centre de chacune de ses 
faces. La symetrie du solide ainsi obtenu est plus immediatement evidente 
que celle de toutes ses autres formes equivalentes; 

3"*- Le mode dodecaedral : le solide dont il derive est un dodecaedre 
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rhomboidal portant uiie molecule en chacun de ses quatorze sommets et de 
plus une molecule centrale. 

On pent le faire deriver du cube, par Taddition d'une molecule dans le 
centre de figure du solide. Si Ton joint par des droites les huit sommets 
d'uh tel cube avec les six centres des cubes voisins, apposes sur chacune de 
ses six faces, on retombe sur le dodecaedre rhomboidal centre. 

On pent aussi prendre pour solide generateur le rhomboedre de 1 ao de- 
gres ; mais la symetrie de T Assemblage est alors moins evidente (|ue dans le 
cas oil Ton considere le cube centre. 

Systeme senaire. — Un seul mode {voyez page 89). 
Systeme quaternaire. — II comprend deux modes distincts : 
i^: Le mode hexaedral , dont le solide generateur est un prisme droit a 
base carree ; 

2**. Le mode octaedral, qui derive d'un octaedre droit a base carree. 
On obtient cet octaedre en centrant le prisme droit a base carree, joignant 
ce centre avec les quatre s^ommets de la base, et ceux-ci avec le centre dn 
prisme sous-jacent. 

Systeme fernaire, — Un seul mode [voyez page 89). 
Systeme terbincdre. — Quatre modes distincts : 

I "*. Le mode hexaedral rectangle : le solide generateur est un prisme droit 
a base rectangulaire, portant des molecules en chacun de ses huit sommets; 
les Reseaux des trois plans de symetrie du systeme ont aiors des mailles 
rectangulaires ; 

2°. Le mode hexaedral rhombique : le solide generateur est un prisme 
droit a base rhombe. Ce mode derive da precedent, au moyen du centrage 
de deux faces opposees, par exemple des deux bases du prisme generateur. 
On sait, en effet, qu'en centrant les mailles d'un Reseau rectangulaire, 
celui-ci se change en un Reseau a maille rhombe. Dans ce cas, les Reseaux 
des deux plans dfe symetrie* verticaux sont a maille rectangulaire; mais la 
maille est rhombe sur le troisieme plan : Taxe normal a ce dernier plan pent 
etre, suivant les cas, de premiere, de deuxieme on de troisieme espece ; 

3". Le mode octaedral rectangle: le solide dont il derive est un octaedre 
droit a base rectangle. On pourra le faire deriver du prisme droit de meme 
base et de meme hauteur, en centrant ce dernier en son centre de figure, et 
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joignant ce nouveau Sommet aux quatre Sommets du rectangle de la base, 
ceux-ci avee le centre du prisme sous-jacent. Les Reseaux des trois plans de 
symetrie ont alors des mailles rectangles ; 

4**. Le mode octaedral rhombique, fourni par Toctaedre droit a base 
rhombe. On le fera deriver du prisme hexaedral rectangle, en centrant les 
six faces de ce dernier prisme : ces six nouveaux Sommets, joints deux 
a deux, donneront I'octaedre droit a base rlionibe, Les Reseaux des trois 
plans de symetrie seront alors a maille rhombe. 

On voit que ces quatre modes correspondent au prisme droit non centre, 
au prisme droit centre sur ses deux bases, au prisme droit centre en sou 
centre de figure, et au prisme droit centre sur ses six faces. 

Systems binaire. — Ce systeme n'offVe que deux modes distincts : 
1". Le mode liexaedral, dont le solide generateur est un prisme droit 
a base parallelogrammique ; 

2°, Le mode octaedral, qui derive du precedent en centrant les prismes 
de ce dernier en leur centre de figure, on bien encore en centrant deux de 
leurs quatre faces verticales* Ces deux genres de derivation correspondent 
ii uji seul et meme mode (*) ( theorcme LV, scolie 1 ). 

Si, apres le centrage de deux faces verticales, on fait tourner le prisme 
de 90 degres, en rendant verticales les aretes suivant lesquelles se coupent 
les quatre faces non centrees, on obtient pour solifle generateur un prisme 
a base rhombe, non horizontale, qui est le prisme rhomboidal oblique des 
mineralogistes. 

Systeme asymetrique, — Ce systeme n'oflre qu'un seul mode. 



(*) *J. Frankt^^nlieim [Ada Nnt. ctiriosoratn^ t. XIX, 2* partk*, p. 570) admet daus k'fl Aastrrn- 
hliiges bi nai res ( systeme du prisme oblitiue crUaiiy) Irois modes dislintls : 

1^- Le prisme droit a base para!lelo^i'animiqtie; 

1^, Le prisme oblique a base rhombe ; 

3**, L'octatjdre droit ii base parallelygrammique, 

II est facile de voir qur les modes 2" et 3'^ foiment double em])loi, et correspondent seulemeui a 
des posilions diffcrentes de Faxe binaire, qui est horizontal et traosversf dans le prisnit* obliqut^ '4 
base rhombe d'Hauy, taodis qu'il est vertical dans roctaedre droil a base parallelogrammique. 

Les divisions rationnelles du mode octaedral dependent de la mani^'redont le Sommet , eenttv du 
prisme, se projelte sur sa base, relativement aux trois coles du triangle principal du Reseau. 
XXXnV Cahier. i3 
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Outre la communaute de position des axes et plans de syinetrie, les 
divers modes d'un meipe systeme sont relies entre eux par la propriete 

enoncee dans le theoreme suivant ; 

« 

Theoreme LXXXII. — Tous les Assemblages appartenant aux dwers 
modes d'une meme clusse, et qui derwent les uns des autres par des cen- 
trqges convenablement faits, off rent les memes systemes de Rangees, et 
les memoes systemes de plans reticulaires . 

En efFet, lorsqu'on centre des parallelipipedes generateurs, cela revient 
a ajouter un Sommet sur le milieu de Tune des diagonales du parallelipi- 
pede, d'ailleurs arbitrairement choisie; or cette intercalation, en vertu du 
theoreme LIII, n'altere pas les systemes de Rangees et plans reticulaires de 
TAssemblage, du moins quant a leur direction absolue. 

Lorsqu'on centre deux faces opposees du parallelipipede generateur, 
cela revient a ajouter un Sommet sur le milieu de Tune des deux diagonales 
de la face, c'est-a-dire a doubler le nombre des Sommets du systeme des 
Rangees correspondantes; les systemes de Rangees et plans reticulaires 
restent encore les memes, quant a leur direction. Done, etc. 

Scolie. — Le meme theoreme s'applique aussi aux Assemblages senaire 
et ternaire qui ont le meme axe principal et le meme Reseau sur le plan 
normal a cet axe. On pent meme remarquer que la coexistence des memes 
systemes de Rangees et plans reticulaires s'applique a la fois a TAssemblage 
senaire et aux deux Assemblages ternaires direct et immerse qui en derivent par 
r intercalation de deux nouveaux Sommets sur chaque parametre des Rangees 
diagonales du prisme generateur a base rhombe ( theoreme LXI, coroUaire). 

Des plans reticulaires de meme espece et des Rangees de meme espece 
dans les Assemblages symetriques. 

Definition. — Deux plans reticulaires sont de meme espece dans un As- 
semblage, lorsque la configuration des Sommets relatiyement a I'lm de ces 
plans est la meme que la configuration des Sommets relativement a I'autre. 
Pour constater cette similitude de configuration, on lie par la pensee 
les Sommets de T Assemblage a chacun des deux plans, et I'un des deux 
systemes est suppose mobile. Alors, si Ton peut faire coincider en meme 
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temps le plan mobile avee le plan fixe, les Sommets mobiles avee les 
Sommets fixes, les plans reticulaires seront de.meme espeee. 

Pour que deux plans reticulaires soient de meme espeee, il faut que leurs 
Reseaux soient superposables; mais.cette condition nest pas toujours suffi- 
sante. II faut, en outre, que la superposition des Reseaux entraine celle des 
Sommets exterieurs aux plans. 

J'ai fait voir (Journal de M. Liouville, tome XIV, page 187) : i® qu'on 
obteiiait le polyedre inverse d\m polyedre dorine, en prenaat uu point arbi- 
trairemeiit^ joignant ce point, ou pole de synietrie, avec les sommets 
du polyedre donne et prolongeant ces droites en luriere de quantites 
egales a elles-memes; 2** qu'au moyeii dii polyedre inverse, tournant de 
I Ho degres autour dune droite quelconque menee par le pole, on obtenait 
un polyedre symetrique du polyedre donne (dans le sens geonietrique de ce 
terme) par rapport a un plan de symetrie normal h la droite, 

L' Assemblage Invei'se dun Assemblage donne est toujours susceptible de 
coincider avec I' Assemblage primitif : il suflit de j>rendre pour pole de 
sy metric Tun des Sommets- II en resulte qu'il en est de meme d*un Asseni- 
blage et de Tun de ses symetriques (dans le sens geometrlqne du mot), ou, 
en d'autres ternies, que deux Assemblages, symetriques par rapport a un 
plan de symetrie quelconque, peuvent toujours etre amenes a coincidence. 

Theoremk LXXXIIL — Sij en faisant coincider le Reseau du phut 
reticulaire M de r Assemblage mobile avec le Reseau du plan ret im lair e F 
de I' Assemblage fixe, les deux Assemblages y au lieu de coincider ^ deve- 
naient symetriques I'un de F autre {dans le sens geometrique) par rapport 
au plan des deux Reseaux coincidents, les deux plans reticulaires seraient 
de meme espeee. 

En effet, si Ton fait alors tourner, de 180 degres, T Assemblage mobile 
autour d'une droite passant par Tun des Sommets des Reseaux coincidents et 
normale au plan de ces Reseaux, on amenera 1' Assemblage mobile en coinci- 
dence avec rinverse de T Assemblage fixe (*), c'est-a-dire avec T Assemblage 

fixe lui-meme. 

« ■ ■ ■ » ■ ■ I II • * • .III I I 1 1^ 

(*) Note sur les polyedres symetriques de la geometrie, theoreme IV {Journal fie Mathematiques, 

tome XIV, page iSo). 

i3. 
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Th^obeme LXXXIV. — Dans tout AssembUige possedant unplan de 
symdtrie, deux plans reticulaires, symetriques {dans le sens geometrique) 
par rapport a ce plan, sont de meme espece. 

En faisant tourn^r Tun de ces deux plans, considere comme faisant partie 
de r Assemblage mobile, autour de la droite, intersection de ces plans, on 
amenera leurs Reseaux en coincidence, et T Assemblage mobile deviendra 
symetrique (dans le sens geometrique) de 1' Assemblage fixe par rapport au 
plan des Reseaux superposes; done, en vertu du theoreme precedent, 
ces plans seront de meme espece. 

On pent aussi etablir directement que les deux plans donnes sont de 
meme espece, en les faisant passer tous les deux par un Sommet pris arbi- 
trairement S, et menant par S une normale au plan de symetrie. Cette nor- 
male sera un axe d'ordre pair (theoreme LII); si done on fait tounier 

TAssemblage mobile d'un angle egal a rj fois Tangle ? ^q etant le nu- 

mero d'ordre de la symetrie de I'axe, il y aura restitution des lieux des 
Sommets , et il est facile de voir que les deux plans reticulaires donnes 
viendront a superposition, Sommet sur Sommet. 

Theorems LXXXV. — Deux plans riticulaires paraJJeles sont de meme 
espece. 

II suffit de transporter le Reseau mobile parallelement a lui-meme pour 
ebtenir la coincidence des Sommets. 

Theoreme LXXXVI. — S'il eociste dans un Assemblage deux plans 
reticulaires de meme espece, mais non paralleles, cet Assemblage possede 
au moins un a^e de symetrie. 

Les deux plans reticulaires, que je nommerai F et M, peuvent toujours 
etre consideres comme ayant un Sommet commun S qui ne parUcipe pas 
aux mouvements de I'Assemblage mobile. Supposons que des rotations 
convenabies de cet Assemblage aient fini par amener le Reseau mobile M 
sur le Reseau fixe F. La coincidence pourra toujours (d'apres la theorie bien 
connue de la composition des rotations en mecanique) etre consideree 
comme produite par une seule rotation de I'Assemblage mobile autour d'un 
axe de rotation passant par le Sommet S. II importe de remarquer que 
cette droite, ainsi que Tangle de rotation unique qui amene M en coinci- 
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dence avec F, se trouvent completement determines , a la condition ce- 
pendant que Tangle de rotation ne surpasse pas i8o degres. Cette droite, 
jouissant ainsi de la propriete de produire, apres rotation convenable, la 
restitution des lieux des Sommets, sera un axe de symctrie de T Assem- 
blage. 

CoroUaire. — II ne pent y avoir de plans reticulaires de meme espece , 
et non paralleles, dans les Assemblages asymetriqiies. 

Defmiiion. — Deux plans reticulaires de meme espece et non paralleles, 
sent dits homologues par rapport a un axe de synietrie de TAssemblage, 
lorsque la rotation amqiie qui amene leurs Reseaux en coincidence, TAssem- 
blage mobile se superposant a TAssemblaf^e fixe, a lieu autour de eet axe; 
Ton deduit de la le theoreme suivant : 

Theoreme LiXXXVIL — Deux plans retkalaires de meme espece^ tion 
paralleles^ sont toujours homologues par rapport a an a.ve de symptrie. 

CoroUaire. — On obtient tons les systenies de plans reticulaires qui iiont 
de la meme espece qu'un plan rcticulaire donne, en elierchant Ic^ homo- 
logues de ce plan par rapport a tons les axes de sy metric de T Assemblage. 

Theoreme I.XXXYIIL — Le nombre des plans reticulaires de meme 
espece, homologues par rapport a un axe de symetrie dordre q, est egal 
a q, si ces plans reticulaires noffrenl auvune particularite de position par 
rapport a I'axe^ cest-a-dire si ces plans ne sont ni normaiLv ni paralleles 
a cet axe. 

En faisant toiirner le plan de — ^ 5 2 — ^t • - • ? i^l — i) — - » on ob- 

^ i 1 '^ ' €} 

tiendra ses q — i homoloj^ues; il est evident que leur nombre total est egal 
a q: ces plans sont tous distincts les uns des autres, cest-a-dire quUs ne 
peuvent etre paralleles eiitre eux, 

Theoreme LXXXIX. — Le nombre des plans reticulaires de meme 
espece y homologues par rapport a un axe d'ordre q, et paralleles a cet 
a.re, est egal a q, si q est impair, et a | q, si q est pair. 

Le nombre total des plans est encore ici egal a q; mais, dans le cas parti- 
culier oil q serait un nombre pair, les plans deviennent paralleles, deux 
a deux; le nombre total des plans de direction distincte se reduit done 
alors a I ^. 
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Theoreme XC. — Le nombre des plans de meme espece, homologues par 
rapport a Va^e d'ordre q, se rediiit a V^ unite , dans la cos oil leplan primir 
twement donn6 est normal a I'a^e. 

Cette proposition est ievidente. 

Au moyen de ces ppineipes, on resoudra facilement la question de la 
determination des plans reticulaires de meme espece, quant a leur nombre, 
et quant a leur situation relative, pour un Assemblage donne, soit dans le 
cas oil ces plans n'offriraient aucune particularite de position relativement 
aux axes de symetrie, soit dans le cas oil ils seraient paralleles ou normaux 
a un certain nombre de ces axes. Cette question est d'une grande importance 
en cristallographie. 

On pent etablir pour les Rangees de meme espece des theoremes tout a 
fait semblables a ceux qui se rapportent aux plans reticulaires de meme 
espece. 

Definitions. — La definition des Rangees de meme esphce est la meme que 
celle des axes ou plans reticulaires de meme espece; celle des Rangees 
homologues est pareille a celle des plans reticulaires homologues. 

Theoreme XCI. — Si, enfaisant coincider le parametre de la Rangee M 
de V Assemblage mobile avec celui de la Rangee F de l[ Assemblage fixe, 
les deux Assemblages, au lieu de coincider, de\^enaient symetriques Uun de 
V autre ( dans le sens geometrique de ce terme) par rapport a un plan pas- 
sant par la Rangee F, les deux Rangees seraient de menie espece. 

Car, si Ton fait alors tourner T Assemblage mobile, de i8o degres, autour 
d'une droite passant par Tun des Sommets de la Rangee F et normale au 
plan de symetrie, on amenera F Assemblage mobile en coincidence avec 
I'inverse de TAssemblage fixe, c'est-a-dire avec TAssemblage fixe lui-menie. 

Theorems XCIL — Dans tout Assemblage possedant un plan de 
symetrie, deux Rangees, symetriques {dans le sens geometrique) par rap- 
port a ce plan, sont de meme espece. 

Theoreme XCIII. — Deux Rangees paralleles sont de meme espece. 

Theoreme XCIV. — S'il existe dans un Assemblage deux Rangees de 
meme espece, nan paralleles, cet Assemblage possede au moins un axe de 
symetrie. 
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Theoreme XCV. — Deux Rangees de meme espece, non par alleles, 
sont toujours homohgues par rapport a un axe de symetrie. 

CoroUaire. — On oblient tous les systemes de Rangees de meme espece 
que celle d'une Rangee donnee, en cherchant les homologues de celle-ci 
par rapport a tous les axes de symetrie de T Assemblage. 

Theoreme XGVI. — Le nombre des Rangees de merm espece, homo- 
hgues par rapport a un axe d'ordre q, est egal a q^ si ces Rangees ne 
sont ni paralieles ni nor males a cet are- 

Theoreme XCVIL — Le nombre des Rangees de meme espece^ homo- 
logues par rapport a un axe d'ordre q et nor males a cet axe, est egal a q^ 
si q est impair, et a -q^ si q est pair, 

Theoreme XCVIII. — Le nombre des Rangees, homohgues par rapport 
a Vaxe dordre q, se reduit a Vunitc^ dans le eas du paralMUsme de la 
Rangee avec Toae, 

Ces theoremes se demontreraient exaotement comme les theo- 
remes LXXXIV a XC : ils sont, du reste, une consequence neressaire 
de la reciproclte qui existe entre les Rangees et les plans retieulairen 
dans les Assemblages dits a Assemblages polaires Tun de Tautre, » recipro- 
cite dont il sera question dans le paragraphe suivant. 

Theoreme XCIX. — Des axes de symetrie de meme espece sont enmeme 
temps des Rangees de meme espece. 

Ce theoreme est la consequence des definitions des axes de meme espece 
(page 58) et des Rangees de meme espece (page 102). 

§ VI. — Des Assemblages polaires. 

Definitions, notations. — Un Assemblage etant donne, menons par Fun 
de ses Sommets, pris arbitrairement pour origine, des normales a trois plans 
conjugues de cet Assemblage, et sur chacune de ces trois normales, portons 
des longueurs egales aux aires des parallelogrammes elementaires des Reseaux 
traces sur chacun de ces plans, divisees par V inter valle moyendes Sommets. 
Si, avec ces trois nouveaux axes, et ces longueurs pour parametres, on 
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construit un Assemblage, il sera dit V Assemblage polcure du primkif, et 
jouira de proprietes importantes, que nous allons faire connaitre. 

Le symbole glik representant une Rangee aliant de Torigine au Soinmet 
dont les coordonnees numeriques sont g^ ky k dans 1' Assemblage primi- 
tif, le symbole [gffk] representera une Rangee aliant de Torigihe au point 
dont les coordonnees numeriques sont g, kj k dans son Assemblage 
polaire. 

Le symbole {ghk) representant le plan reticulaire dont I'equation est 

gx-+- hy-h kz = Oy 

le symbole [(g'AX)] representera un plan reticulaire dont I'equation est de 
meme forme dans TAssemblage polaire. 

Je continuerai a designer par Vghk le parametre d'une Rangee aliant de 
Torigine au Sommet dont les coordonnees numeriques sont g, A, A, c'est- 
a-dire le parametre de la Rangee ghk. 

Je designerai par P[g'AA] le parametre d'une Rangee aliant de I'origine 
au point dont les coordonnees numeriques sont gy hj k dans T Assemblage 
polaire, c'est-a-dire le parametre de la Rangee polaire [g^A^J. 

Je continuerai a designer par S{ghk) Taire du parallelogramnie genera- 
teur du Reseau trace sur le plan reticulaire {ghk)^ dans 1' Assemblage pri- 
mitif. 

De meme S[(g'/?>A)J sera I'aire du parallelogramme elementaire du Reseau 
trace sur le plan reticulaire dont la notation est [(g'/'A')], dans T Assemblage 
polaire. 

Continuant a nommer E Tintervalle moyen, et remarquant i° que loo, 
oio, ooi sont les notations symboliques des axes des x^ des y et des r; 
a,"" que (loo), (oio), (ooi) sont les notations symboliques des plans des r-, 
des xz et des xy^ on aura , d'apr^s les conventions precedentes, 

(63) p[,oo]=^, P[oio]=^, P[ooi] = ^. 

Je continuerai a designer par a, ^, <^ les angles plans sur les plans desr^, 
des xz et des xj'^ par ^u, v, ^, les angles diedres ayant pour aretes les axes 
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des ./', des J et des z. Ceci pose, on aura evidemment 

IS(ioo) =Poio.Pooi .sin a 5 
S(oio) = Pioo.Pooi .sin/3, 
S(ooi) = Pioo.Poio.sin J. 

Dans r /Vssemblage poiaire, nous prendrons pour axe des l,r] la iiomiale 
au plan des r^, pour axe des [ j] la norniale au plan des JXj pour axe des 
[z] !a normale au plan des xy. Les trois demi-axes posltits doivent etre diri- 
ges du nieme cote que le denii-axe positiCde nieme desi^natioii dans T As- 
semblage primitif, par rapport au plan auquel chaeun de ces nouveaux axes 
est perjiendiculaire. Les trois angles plans de ces axes seront representes 
par \a\, [|3], [*S |; leurs trois angles diedres, par \ i^]y [v]t ('sr|. 

THEOBbiE C. — Les articles o^, ^'3, S etant ies finales plans du pandie- 
lipipede generaieur de r ylssembkige pruuitif^ et lu^ v, ^ ses angles diedres, 
les angles plans de son poiaire seront i 80" — **j 1 80** — p^ 180'' — ^, ef 
ses angles diedres 1 80"^ — a^ i Ho** — ^'5, j Ho" — S\ 

r/est une consequence bien eonnue des pioprietes des ti iangles spbe- 
riques polaires- 
* >n aui^ done 

(65) [a] = 180^— u, [pj = 180"— V, \y] = 180"— ^, 

(CA\) [;u] = i8o" — a, [v] = 180^—^3, [^] = i8o^— eT. 

Theoreme CI. — Si, du sommet O dun tetraedre OABD (fig. 38), 
on eles>e sur les trois faces later ales OBD, OAD, OAB les nor males Oa, 
Obj Odj situees, par rapport a chaquejace, du menie cote que le sommet 
oppose a la face, et egales respectivement aux aires triangulaires de ces 
trois faces y la diagonale du paralleUpipede construit sur les aretes ()a, 
Ob ^ Od sera normale a la base ABD et egale a I aire de cette base. 

On a, par construction, 

Oa = aire OBD, Ob = aire OAD, Od = aire OAB. 
J)e meme *]ue Oa, OA, Od sont perpendiculaires aux plans OBD, OAD, 

XXXllV Cahier. ,4 
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OAB, de meme OA, OB, OD seront perpendiculaires aux plans Obd, 
Oady Oab. 

Abaissons de O sur la base ABD la normale OP, et par a menons le plan 
aA'p parallele au plan bOdy et, par consequent, normal a I'arete OA. Ce 
plan coupera OA en A' et OP en p. Projetons les triangles OBD, ABD sur 
le plan aA'p; O et A auront une meme projection en A' : ainsi les deux 
aires projet^s coincideront. La premiere des deux aires projetees a pour 
valeur 

aire OBD cos ( plan ODB , plan a Mp ) , 
et 5 en rempla^ant les plans par leurs normales, 

aire OBD cos (Oa, OA) = aire OBD ^ = OA'. 
L'autre aire projetee sera de meme 

aire ABD cos {Op, OA) = aire ABD g^. 
Done, en egalant ces deux expressions, il viendra 

OA' = aire ABD ^, 
Op 

d'oii 

(67) 0/7 = aire ABD. 

Menons maintenant par b un plan parallele a aOd\ on demontrera de 
meme que ce plan coupe OP a une distance de O egale precisement a Taire 
ABD, c'est^a-dire au point/? deja obtenu. 

II en sera de meme, en menant par d un plan parallele kaOb. Ces trois 
plans, avec leurs plans paralleles bOd, aOd, aOb, forment un parallelipi- 
pede dontOa, 06, Orf sont les aretes, et dont Op est la diagonale; cette 
diagonale est done egale et normale au triangle ABD. 

Corollaire. — Si les aretes Oa, 06, Orf, sans etre egales aux aires des 
faces, leur etaient proportionnelles dans le rapport i :B, h diagonale 0/? 
serait aussi, avec I'aire ABD, dans le meme rapport i :B; elle continue- 
rait a etre.nonnale au plan ABD. 
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Th^oreme CII. — Si {ghk) est le symbole d' an plan reticulaire apparte- 
nant a un Assemblage donn^^ et si, dans son Assemblage polaire, ion 
construit la droite menee de I'origine au point dent les coordonnees name- 
riques sont gj h^^k, cette droite, de symbole [g"M], sera normale au plan 
{ghk). 

Soient 0.r, Oj, Oz [fig. 89) les trois Rangees conjuguees prises pour 
axes coordonnes dans rAssetnlilage prrniitif, et soient a, 6^ d les parametres 
de ces Rangees- faisons f 

OA = hka, OB = gkb , <JD = giul. 

L'equation du plan ARD en coordonnees numeriques sera 

gx 4- hy H- kz = ghk. 
On aura de plus 

( aire OBI) ^ \ g'hk hd %\na = \ g'hk S ( 1 00), 
(68) aireOAD^ {ghH adm\[i^\gfi'k?^{oio), 

\ aire OAB = { ghk'' ah sin J ^ | gtik^ S (00 1 ) . 

Les sy mboles S { 1 00 ) , S ( o ui ) , S ( 00 1 ) representent j d apres nos conven- 
tions^ les aires des parallelogranmies generateurs sur le plan des kz, sur It* 
plan des ^z et sur le plan den jcy, 

(iOnstruisons niaintenant les tiois axes de T Assemblage polaire, et soient 
pris, sur ces axes, 

0« = g-P|ioo] = ^^, 



E 

(o, 
E 



0^. = APfoio] = ^^), 
0^ = /tPfoo.] = ^"^), 

E etant rintervalle moyen des Sommets. 

Soit Op la diagonale du parallelipipede construit sur Oa, O^, Orf; les 
coordonnees numeriques de/? seront g-, A, k dans T Assemblage polaire, et 
Ja notation de la Rangee Op sera [ ghk J . 

En comparant les valeurs de Oa, Oft, Od aux expressions des aires OBD, 



,4. 
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OAD, OAB (equations 68), on voit qu*elles leur sont proportionnelles, dam 
le rapport 

Done, d apres lie eorollaire du theoreme CI , la diagonale Op sera nomiale 
a la base ABD, e'est-a-dire au systeme des plans retioulaires dont le symbole 
est {ghk). 

Deuxieme demonstration. — Si Ton veut demontrer le theoreme CII 
par I'analyse geometrique a trois dimensions, on nommera t Tinclinaison 
de. I'axe Oz sur le plan des xy {fig> 89); ^j,, ji^, ^^j, les coordonnees lineaires 
du point a; 5,, •»,, ^,, celles du point b\ ^a, Wj, i^a, celles du point rf, et on 
posera 

(69) I — cos^a — cos^/3 — cos^(J'4- 2COsacos^ cos<r= J*. 

On aura alors 

^^ ~ ^in7 "" J "" JE ' 

d'ou Ton conclura facilement les valeurs de ^j, n, par les equations connues 
de la normale au plan des ay, dans les systemes d'axes obliques. 

On determinerait de meme ti ? "i » Co ?o> ^o Co- 

Les eoordonnees 0, », ^ du point /? seront alors donnees par les formules 

= gbdsin^oc — had sin or sinp cos ^m — kab sin a sin J" cos v ; 

«JE = (>i, -M», -t->f,)JE 
= — gbd sin a sin /3 cos ^ -h had sin^ ^ — kab sin |3 sin £ cos ill ; 

CJE=(Co4-C + C0JE 
= — gbdsin^ sin^cosAt — had sina sinJ^cosv-f- Aa6 sin^J^. 

Si done on pose, pour abreger, 

I sin* a — [y sina sin |3 cos «r — ^ sina sin eJ" cos v = r, 

( 7^) ] — ~ sin a sin /3 cos ^ -f- y sin* /3 — ^ sin |3 sin J" cos ^ = s, 

— f sin(3 sin (T cos ^e — Tsina sin <J cos v + ^ sin* ^=ty 
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les equations de la droite Op seront 



r s t 



Or il est connu que ces equations^ apres substitution des vaileurs de r, s. t, 
representeront la iionnale au plan dont Inequation est 






a 



et dont la notation symbollque est [ghk). 

rHEORKME CIIL — Si [ghk) est le symholt itnn plan rrUrii/nire r/«/ur 
un Assemblage, sa nor male sera uiie Hcuigee tie l\j4ssembUigip€}lairi\ ei y 
aura \ ghk | pour symbole. 

Cest un corollaire du theoreme precedent. 

THioREME CIV. — Le parametre de la liangve \gh(i\ e.sf egal i) I aire 
dn paralMlogramme generateiir du Reseaii trace sur le plan {gbk), dmsee 
par I'intervaile moyen des Sommets. 

Les conventions sent les memes que dans les tlieorenies precedents. Hoit 
Op {Jig* 39) le parametre de la Rangee [gbk], g, h, k n'ayaut jjas d'autie 
diviseur conimnn que Funite ; d'apres le corollaire du theoreme VA^ on aura 

Op : aire ABD : ; O^ : aire OBD; 

or ce rapport est i : ^ ghk E : done 

r\ a aire ABD 

Mais il a ete demontre (theoreme XXXVIII, equation ^7) que Ton a 

aire ABD ^ | gbkm, 

m etant Taire du parallelogramme generatem^ du Reseau, sur le plan ABU 
Done, en remplacant m par ^{^ghh)^ on aura 

a aire ABD ^ ghk S {glik)^ 
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d'oii Ton deduit la formule generale 

(7.) . nehi]='-ip- 

qui est la traduction algebrique de la proposition que nous avions a 
demontrer. 

Scolie. — Ainsi les formules (63) ne sont que des cas particuliers de 
la formule (71). 

Corollaire I. — Un Assemblage donne n'a qu'un seul Assemblage polaire, 
qui se trouve fixe, des que Ton assigne le Sommet qui doit etre commun aux 
deux Assemblages. Car TAssemblage polaire construit sur trois Rangees 
conjuguees, prises au hasard, devra cbincider, d'apres le theoreme prece- 
dent, avec le polaire construit sur tout autre systeme de Rangees. 

Corollaire II. — Si trois plans sont conjugues daris un Assemblage, leui^s 
normiales sont des Rangees conjuguees de son polaire. 

Le parallelipipede construit sur ces trois Rangees sera le parallelipipede 
polaire de celui qui se construit avec les trois plans conjugues et leuis 
limitrophes, dans T Assemblage primitif. 

Corollaire III. — Reciproquement, si trois Rangees sont conjuguees 
dans un Assemblage, leurs plans normaux sont des plans conjugues dans 
son polaire. 

(Corollaire IV. — La condition pour que trois plans reticulaires {ghk), 
[g^h^k')^ {g"h''k'') soient conjugues, s obtiendra en cherchant la condition 
pour que [g'M], [g"'^'*'], {g"h"k"^ soient trois Rangees conjuguees; elle 
sera done (equation 43) 

gh'k" — gk'h' -h kg'h" - hg'k' 4. hk'g" - kh'g'=d- I . 

Probleme XXXL — Trouver S{ghk)^ ou I' aire de la maille du Reseau 
du plan reticulaire {ghk). 

On a generalement (probleme XVI ) dans T Assemblage primitif, 

!V^ghA =r g' P» 100 + A' P'oio -h X'P-ooi 
-h 2^APioo.Poio.cos^ -f- 2^A Pioo.Pdoi .cosf -4- 2/1^ Poio. Pool .cosa. 

En ecrivant que la meme relation doit avoir lieu dans T Assemblage 
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polaire, et rempla^ant ensuite 

P[ghk] par ^S{ghk), 

P[ioo] par pS(ioo), 

P[oio] par ^S(oio), 

P[ooi] par ^S(ooi), 

[a] par 180'' — ju^ 

[p] par 180^— r, 

[S\ par 1 80° — /u, 
on aura 



n3) , 

G'est la formale deja obtenue (equation 5o) : mais il convenait de la rap- 
procher de la formule (7a) pour montrer la loi remarquable de reciprocite 
qui les unit, i 

Remarque relative auxformules ( 7 2 ) e^ ( 7 3) . — Si, dans T equation (72), 
on ecrit 

Pioo = Y/a^ Poio = y/a', Pooi = y/a'^ Pg*^^ = V/7i 
cosc« = -p=^' cosQ= -7==^ cosa=-7==? 

cette equation deviendra 

La quantite f a recu, de M. Gauss, le nom de forme ternaire (Gauss, 
Disquisitiones Arithmeticce., p. 4^6), et Tillustre geometre Texprime par 
le symbole 

(a,a'.a"\_. 
\b,b',b"}—J' 

La quantite 

ab^ + a'b''+ a"b"\- aa'a"-^ bb'b'=D 

a ete appelee, par M. Gauss, le determinant de la forme. En remplacarit 
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a, a\ a'^ 6, 6\ 6'^ par leurs valeurs, et tenant comptedes equations (5a) 
et (54), on trouve 

D = P'ioo.P*oio.P'ooi ( — I -hcos'a rf- cos'|5 -f-cos»d — 2 cos acos/i$ cos^) = — E% 

la lettre E continuant a representer I'intervalle moyen des Sommets de 
r Assemblage. 

On voit, d'apres cela, que toute forme ternaire correspond a un Assem- 
blage de points, reeU ou imaginaires ; que chaque valeur particuliere 
de/, pour des valeurs determinees et entieres de g^ A, A, exprime le carre 
de la distance de deux points ou Sommets de T Assemblage; que le determi- 
nant de la forme, pris avec le signe — , est le carre du volume du paralle- 
lipipede generateur, ou la sixieme puissance de Fintervalle moyen des 
Sonmiets, etc. 

Des resultats analogues ont lieu pour les formes binaires 

ag^ -h 2 bgh -h a'h\ 

dont le determinant b^ — aa', pris avec un signe contraire, represente le 
(uirre de I'aire du parallelogramme generateur, ou la quatrieme puissance de 
Tintervalle moyen des Sommets sur le plan du Reseau qui derive de cette 
forme binaire. 
La forme ternaire 

\ab — b'b", a!V—bb\ a"b"—bb') 
a ete appelee, par M. Gauss, la forme adjointe de la forme 






elle est designee dan^ les Disquisitiones par la lettre F. 

II resulte du mode de generation de a, a\ a^\ bj b\ b'\ que Ton a 

b^ — a'a''= — P^ 01 o. P* 001 . sin^ a = - S^ (i 00), 

b'^- aa' =-S\ooi), 

ab — b'b"=V^ 100. Poio. Pool (cos a — cos |S cose?) = S(ooi) .S(oio).cos/x, 
db' — bb" = S(ooi).S(ioo).cos V, 
^'7/.- hb' =5(100). S(oio).cosw; 
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On aura done, apres la substitution de ces valeurs dans la forme F, 

^Y = g' S' (lOo) -f- A»S» (oio) -h A' S' (ooi) 

— 2gr^S(ioo).S(oio).coscT — 2g'A-S(ioo).S(ooi).cos V — 7.hA S (oio).S(ooi).cosa; 

done aussi 

F = — S'{ghk)^ — E'P'[gfd]. 

Ainsi la forme ternaire adjointe represente le carre de Taire elemeii- 
taire du plan (ghk) pris avec le signe — , On voit aussi que, si in 
forme/'se laisse representer geometriquement par un Assemblage, sa for nie 
adjointe F sera representee de meme par son Assemblage polaire, apre^ 
toutefois que les para metres du polaire auront tons ete multiplies par rin- 
tervalle moyen E, e'est-a-dire par la raeine- sixieme du deternimant U pris 
avee le signe — . 

L'analogie singuliere qui existe entre les proprietes des formes binajre> 
et ternaires, et les proprietes geometriques dont jouissent les Rese^ux rl 
Assemblages, a ete signalee par M, Seeber, dans ses c* Recherches sur 
les formes ternaires » {vojrez le Journal de Crelle, tome XX, page 3iH), 

Theoreme GV. — Le volume du parallclipipede {Mfnentaire est ie ntchtv 
dans t Assemblage pr unit if et duus son polaire. 

Soient ii le volume du parallelipipetle generateur de T Assemblage doniie, 
et [fi] celui de son Assemblage polaire. On aura evideniment 

r^^n ah smi ad ^in& hd^n\ St , v 

I U J =t — = — — sill ^ sjji 1/ sui d 5 

a^ b^ d etant les parametres de TAssembli^ge prim id I 

Or on a, d autre part, 

. f. i sin S sin S sin m ^= ' > 

(74) * . , . 

( sm a sm a .sm t' =^ -1 $ 

J etant toujours donne par T equation (69). Done 

fol '"^^"^'^ 
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et comme d'ailleurs 


abdi = SI (Equation ^i ), 


il vient enfin 


E* = a (equation 54), 


(75)- . 


[a]=a. 



ScoUe. — L' Assemblage polaire a la meme densite, e'est-a-dire la meme 
richesse en Sommets, que I'Assemblage primitif; Fintervalle moyen E con- 
serve la meme valeur dans les deux Assemblages ; ainsi 

(76) [E] = E: ■■. 

Theoreme GVI. — En construisant V Assemblage polaire d*ua Assem- 
blage polaire y on retombe sur V Assemblage, primitif . 

Determinons Taire 61ementaire dii Reseau du plan des [jz] dans I'As- 
semblage polaire. Les deux parametres, cotes du parallelogramme gene- 
rateur, sont 

ad sin uh sin 
E ' ' E~' 

Tangle cpmpris [a J est egal a 180° — ^c (theoreme C). Done on aura 

Sr/ vT a' &£/ sin 13 sin ^ sin u Ea* Arfsin l3 sin^sina 
[(,00)]= \, ^= ^ ^. 

Or on a d^ailleurs 

abd sin /3 sin <? sin f^ = abdl = fl; 
done 

S[(ioo)] = Ea = EPioo. 

On demontrerait de meme que Ton a 

S[(oio)] = E& = EPoio, 
S[(ooi)] = Erf=EPooi. 

Si Ton eonstruit, en direction, les axes de I'Assemblage qui est le polaiie 

de celui construit sur Oa, Ob,Od {fig. 89), on retombe sur OA, OB, OD; 

si Ton construit, en grandeur, les parametres de ces axes, par les formules 

convenues (equations 63), 

S[(ioo )] S[(oio)] S[(ooi)3 
[E] ' [EJ ' [EJ ' 
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a cause de [E] = E, on retombera sur les parametres a, 6, rf, ou Pioo, 
Poio, Pool. L' Assemblage ainsi obtenu coincide done avec F Assem- 
blage primitif. 

Theoreme CVIL — Si ghk est le symbole d' une Rangee, dans un Assent- 
hlagCy son plan normal sera un plan reticulaire de V Assemblage pokiire, 
et il aura \[ghk)\ pour symbole: 

Car on peut, d*apres le theoreme precedent, considerer FAbsembiage 
polaire comme etant ['Assemblage primitif, et le primitif comme etant le 
polaire de Tautre Assemblage: alors {theoreme CHI), le symbole de la 
uormale au plan [gifk) doit etre [ ghkY Pour revenir a notre premier point 
de vue, il suffit de transporter les crochets | J d\ui symbole a rautre, et 
Ton voit que le syinbole de la normale au plan](^Ai )) sem ghk : done la 
Rangee ghk est normale au plan reticulaire [{g^Ai)]. 

ionUiaire. — Si \ghk\ est le symbole dune Rangee du polaire, [ghk) 
sera eehii de son plan normal, qui sera un plan reticulaire de T Assemblage 
primitif. 

Definition. — Les proprietes des Assemblages polaires dans Tespace ont 
leurs analogues sur le plan. A chaque Reseau correspond lui Reseau polaire, 
que Ton obtient de la maniere suivante : 

Soient Oa = a, Ob = b les deux parametres, sur les axes 0|x, O) 
[fig. 4^)? soit ^Tangle xOy; soit g I'intervalle moyen donne par la formule 

r = ab sin (T. 

Sur ce Reseau, et avec le parametre i normal au plan ^rOj, comme axe 
des z, que Ton construise un Assemblage, qui aura le Reseau du plan xOy 
pour base. 
On aura 

il z=z €ab sin J'^ri g^; 

ainsi g sera Tintervalle moyen des Sommets de cet Assemblage auxiliaire. 

En construisant son Assemblage polaire, on voit que I'axe des [x] sera la 
normale 0[x] a laxe Oj, et que laxe des [y] sera la normale 0[ r J a Tax'e 
Ox. Soient done O [«] = [«], 0[6] = [6] les parametres relatifs a ces 
axes; on aura 

[a] = ^ = b, {h\ = ^J = a. 

i5. 
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En construisant un Reseau sur ces parametres, Ton obtiendra le /^o^oire du 
Reseau donne. Si, maintenant, sur le prolongement de la droite 0[j], 
vous prenez 0[i'] = 0[&] , le Sommet [6'] appartiendra[ aussi au Reseau 
polaire ; et comme Ton aura 

0[a] = Ob, 0[b'] = Oa, 

les triangles 60a, [«]0[6'] seront egaux. De la resulte le theoreme sui- 
vant : 

Theoreme CVIII. — Un Reseau polaire derive du Reseau primitif par 
une rotation de 90 degres de celui-ci aiitour d'un des Sommets pris pour 
origine. 

ScoUe. — Si, apres cette rotation , Taxe des ^ positives devient Taxe des 
[ .r] positives du Reseau polaire, Taxe des x positives deviendra Taxe des [7] 
negatives : I'inverse aura lieu, si la rotation est efFectuee en sens contraire. 

Theoreme CIX. — Tout Assemblage polaire possede les memes axes de 
symetrie que I' Assemblage prirnitif. 

SoitO {fig- 40 '^ Sommet coinmun aux deux Assemblages, origine des 
coordonnees; soient 00' un axe de symetiie de T Assemblage primitif, etOP 
une des Rangees de T Assemblage polaire, O et P etant deux Sommets voi- 
sins sur cette Rangee. Menons par O le plan RR' nonnal a OP, et qui sera 
un plan reticulaire de TAssemblage primitif (theoreme GVII, corollaire). 

Soit maintenant q le numero d'ordre de la symetrie de Taxe 00'; faisons 

tourner RR' autour de 00' de ? de -^ ? -^ j etc. ; on obtiendra 

autant de plans reticulaires de meme espece (theoreme LXXXVIII), 
(lont les normales seront aussi des Rangees de TAssemblage polaire (theo- 
reme GUI ) . Ces normales s*obtiendront en faisant tourner OP autour de 00' 

dangles egaux a > — ^ ? etc. : dans ce mouvement, le point P viendra 

successivement en P', en P", etc.; d^oii Ton voit qu'il aura q — i Sommets 
homologues par rapport a Taxe 00', et, comme P est un Sommet quel- 
conque de T Assemblage polaire, Taxe 00' sera un axe de symetrie d'ordre 
q dans ce dernier Assemblage. 

Corollaire. — S'il existe des plans de symetrie dans TAssemblage prinii- 
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tif, ces plans seront aussi des plans de symetrie du polaire; car, a tout plan 
de symetrie correspond un axe de symetrie d'ordre pair, et cet axe devra 
se retrouver dans le polaire. Or, reciproquement, a tout axe de symetrie 
d'ordre pair correspond un plan de symetrie qui lui est normal ; ainsi , ce 
plan de symetrie se retrouvera dans TAssemWage polaire. 

Theorkmk ex. — Si I' on centre tons les parallelipipedes fhmt la reii- 
nmn compose un Asseniblage donnS A, dont ie polaire \ A I est conmip ft 
si {'on forme ainsi un mnwel Assentbhge A', t Assembiage obtenu, en 
i entrant les sia faces des paraii^Hpipedes poiaires tpii composent t Assem- 
blage ( A |, el agramlissant ensaite toutes ses dintensions dans le tapporf 
i : ^'A^ sera lAssembkige polaire de A\ 

Soit o' ie noyaii de T Assemblage A'; le volume de ee noyau s*!ra egid 
evWemment a la moitit* du volume de raneiea noyau, dt- sorte que Von 
aura 



il'^{a. 



Soient E et E' les intervalles mo yens des Assemblages A et A'; Ton ?iura 

D*autre |>art, on a, dans le polaire de A', en distinguant piii^ des aeieijl> 
les grandeurs qui se rapportent a F Assemblage A' et a sou polaire | A' j, 

P |iooJ = — ^^, P [oioj ^ ^g, S P [ooiJ^-L^'- 

IMais^ comme les Reseaux sur les plans des ji;, des xz et des .1;) nv ^ni\ 
pas troubles par le centrage, il vient 

S'(ioo)^S(ioo)=EPjiooJ, 
S'(oio) = S(oro)=^EP[oio], 
S'(ooi) = S(oof)=EP[uo4 
Done, substituantj Ton aura 

P'[mo] = ^2.P[ioo], 
f77) jPMoioj^(/2.P[oiol, 

P'[ooi] = ^.P[ooiJ. 
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P[ioo] ,P[oio],P[ooi] representeilt en grandeur et en direction les 
aretes des trois faces contigues du parallelipipede generateur de F Assemblage 
polaire [A]. Si, au contraire, on considere les plans diagonaux (no), 
( I o I ) , (o 1 1 ) , et specialement ceux qui ont pour equation, dans T Assemblage 
primitif, 

on voit facilement que ces plans passent par le centre du parallelipipede 
generateur : ainsi, les parallelogrammes des Reseaux de ces plans deviennent 
tons centres, et Taire de leur maille devient moitie moindre. On a done 

S'(iio)=iS(iio), 

S'(ioi)=|S(ioi), 

S'(oii) = iS(oii). 
Done 

P'l„„l=s:^=|.i.M^=^.-.iP[,,oj, 

(7^) ) et de meme 

P'[ioi] = ^2"iP[ioiJ, 

P'[0Il]=:^.iP[0Il]. 

P[iio], P[ioi], P [oil] representent en grandeur et en direction les 
diagonales des trois faces contigues du parallelipipede generateur de I'As- 
semblage polaire [A]. 

Des equations (77) et (78) on conclut qu'il faut, pour obtenir TAsseni- 
blage [A'], multiplier par y2 Jes dimensions du parallelipipede generateur 
du polaire [A], puis diminuer de moitie les paranietres des diagonales de 
ses six faces, ce qui s'obtiendra en centrant ces faces. 

La premiere de ces deilx operations change le noyau il du polaire [A] en 
ii ( V ii )^= 2 il. Par la seconde operation, le parallelipipede generateur prend 
des bases et des hauteurs deux fois plus petites ; son noyau 2 devient done 
egal a 

{2a = {a = Q\ 



^r)' 



c'est-a-dire egal au noyau de T Assemblage A'. Le centrage de T Assemblage 
I A'] ainsi obtenu est done complet; un centrage ulterieur, s'il pouvait 
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avoir lieu, rendrait la densite de [A^] superieure a celle de A', eequi nest 
pas possible (theoreme CV, scolie). Done [A'] est le polaire de rAsseni- 
blage centre A', 

Theoreme CXI. — Si Ion centre les Jaces des parallelipipedes gene-- 
rateurs qui composent an Assemblage donne A dont le polaire [Aj est 
connu^ pour former par ee centrage an noiwel Assemblage A', on obtiemlra 
le polaire [A^] de I' Assemblage A\ en centrant les parallelipipedes polaires 
qui composent t Assemblage [A], et diminaant toutes ses dimensiofu dans 
le rapport ya : i , • . . - . . - " 

En general, soient M et N deux Assemblages qui soiejit le polaire Tim 
de J 'autre; soit M^, ce que devient T Assemblage M quand on centre tons 
ses parallelipipedes ; soit N^ ce que devient N lorsqu'on centre les faces de 
ses parallelipipedes, polaires de ceux de M : il resulte dii theoreme prece- 
dent que M,. et N^ reunissent les conditions de dimensions relatives neces- 
saires pour etre polaires Tun de Tautre; seulement, au lieu d'avoir 

noyau M^ =^ noyau N^, 
on aura 

(79) . noyau M^ =^ % noyau N^ . 

Alors, si Ton augmente les dimensions de N^^ dans le rapport sj*i a 
r unite, les noyaux deviennent egaux et les Assemblages sont reciproque- 
inent polaires (theoreme precedent). 

On pent obtenir le meme resultat, en diminiiant les dimensions de M^ 

dans le rapport y 2 : i ; les noyaux deviennent egaux ^ et les Assemblages, 
reciproquement polaires. 

Dans le cas actuel, posons ]N= A, M ^^^ [Aj, N^= A^; M^ sera 1 Assem- 
blage [A] dont on a centre les parallelipipedes, et M^. reduit dans ses dimen- 
sions suivant le rapport sfi: i sera le polaire de A^ 

Theoreme GXIL ^ — Si Von centre^ dans les plans s = 0, :; ^ i , fcj bases 
des piuallelipipedes generateurs qui composent an Assemblage A dont le 
polaire [A J est connu^ on obtiendra le polaire de V Assemblage a bases 



1 20 M^MOIRE 

centrees A', en centrant, sur les plans [z] = o, [z] == i , les bases de [A], 
mnUipUant les parametres, sur les axes des \^x^ et des [ j], par le rapport 

y 2 \i^ et celui de Vaxe des \z\ par le rapport ya \i. 

En appliquant la methode employee pour la demonstration du theo- 
reme CX, on trouve 

E = E'v/^, 
S' (loo) = S (loo) = EP[ioo], 
S'(oio) =S(oio) = EP[oio], 
S'(ooi)={S(ooi) = iEP[ooi], 

iP'[ioo] = v^.P[ioo], 
P'[0I0]=V/2.P[0I0], 
F[ooi]=iv/^.P[ooi], 

S'(iio)=iS(iio), 

S'(ioi)=S(ioi), 

S'{oii)=S(oii), 

(F[iio] = i^a.P[i,o], 
(8i) P'[ioiJ = v^2.P[ioi], 

fP'[oii] = v^2.P[oii]. 

Des equations (80) et (81) on conclut qu'il faut multiplier par yfi toutes 
les dimensions de T Assemblage [A], puis diminuer de moitie le pararaetre re- 
latif a I'axe des [z], ainsi que le parametre de la diagonale [no]; cette der- 
niere operation equivaut a centrer les parallelogrammes sur le plan des \xy\ 

La premiere operation change le noyau fl de 1' Assemblage [A] en 2il; la 
deiixieme le divise par 2, et le ramene a la valeur fl; la troisieme le divise 
par 2, et le rend egal a { il : or telle est aussi la valeur du noyau de 
I 'Assemblage A'. Done T Assemblage ainsi obtenu sera le polaire de A'. 

PaoBLE^kiE XXXII. — Trouver V Assemblage polaire d'un Assemblage 
a symetrie bmaire. 

Soient Oz I'axe binaire {fig- 4^), eXd son parametre : soient Ox = a, 
O)' = ft et xOy = S. 
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Suppose ns d/abord le prisme non centre j et posons 
<82) abdsin^=lV; 

E etant T inter valle nioyen^ nous aurom 

L axe des \z] coincidera avec 0::; les axes des [x\ et des [ r] seront sitties 
dans le plan des {vy\ et Ton aura 

' J a sin oh 

Les axes des .r, j, s etant conjuguea, puisque le pi isine droit n>st pas cen- 
tre, les axes des [x], [y] et [:::;] le seroat pareilleinent , et le generateur tic 
1 Assemblage polaire sera un prisme droit a base parallelogranunique. Le 
Heseau du plan des [x] \r\ sera le polaire du Reseau des xy \ agrandi on 
diminue, dans le rapport d : E. 

Si le prisme generateur etait centre (vojez le theoreme LV), il taudrait 
centrer les faces du prisme polaire obtenu en ne tenant d'abord pas conipte 
du centrage (theoreme CX), et agrandir ensuite ses dimensions dans Ir 
rapport! : y/a. On aurait ainsi pour generateur un octaedre droit li base 
parallelogrammique, ou, ee qui revient an meniej un prisme droit ceutre 
a base parallelogrammique. On trouve alors, pour les aretes de ce dernier 
prisme, 
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Probleme XXXIII. — Trouifer t Assemblage polaire d'un Assemblage 
a symetrie terbinaire. 

Prenons pour axes coordonnes les trois axes de symetrie binaire. Soient 
a, 6, d les parametres des axes des x, des y et des z; [a], [6], [d] ceux 
des axes des [x], des [j] et des [z]. L'axe des [x^ coincidjera avec Taxe 
des Xy Faxe des \y] avec celui des j, et Taxe des [z] avec celui des :;. 

Ceci pose, il peut se presenter quatre cas differents. 

Si le prisme droit, a aretes a, ft, rf, n'est pas centre, T Assemblage po- 
laire aura pour generateur un prisme droit a base rectangulaire. 

Faisons, pour abreger, 

(83) • abd = K'; 

nous aurons evidemment 

(84) E^ = R% 

[al = E^i, [b\ = E^l. [d] = E^L. 

Si le prisme droit est centre en son centre de volume (cas oil T Assem- 
blage peut etre considere comme derivant de Toctaedre droit a base rectan- 
gulaire), le polaire est un prisme droit, centre sur ses six faces, et Ton 
trouve facilement (theoreme CX) 

(85) ■ E» = 1R% 

I J ^ a a 

le prisme construit sur [aj, [^], [d] doit'ensuite etre centre sur ses six 
faces, et alors il equivaudra a un octaedre droit a base rhombe. 

Si le prisme droit est centre sur ses six faces (cas oil I'Assemblage peut 
etre considere comme derivant d'un octaedre droit a base rhombe) , en vertu 
du theoreme CXI, on retombe sur le prisme droit centre, lequel equivaut 
a Toctaedre droit a base rectangulaire. Soient tonjours a, i, d les aretes 
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du prisme droit a faces centrees. On aura, d'apres le theoreme CXI, 

(86) E'=iR% 

|^/|, [6], [li j serotit les aretes du prisme droit rectangulaire, lequel, elaiit 
centre, deviendra le generate ur du polaire clierehe* 

Enfin^ si le prisme etait centre sur deux de ses faces, par exemple stir ses 
deux bases (cas oil T Assemblage peut etre considere eomme derivant d'un 
prisme droit a base rhombe)^ on trouverait, en se eonfoimant aux prescrip- 
tions du theoreme CXIl, et par des calculs analogues aux precedents, 

puis I'on centreralt le rectangle construit sur [aj et [& j : on aurait alnsi uu 
nouveau prisme droit a base rhombe. 

On peut aussi, pour ce dernier cas, s'appuyer sur la solution du prfi- 
bleme XXKIl. Faites^ dans les calculs relatits k ce problenie, 

a^a\ b^a\ E ^ E^ 

ce qui revient a prendre pour axes des x et des / les deux diagonalesi de 
ia base rectangulaire centree- Alors 

{87) E'^ = a'V/sin^, 

L ' rfi' sm F/ * 

W = ^" '}, = T' <<' 

et TangJe du rhombe de la base du polaire sera i8o'' — I. 

CoroUaire /, — Le polaire du prisme droit a base rectangulaire est un 
prisme droit a base rectangulaire; celui du prisme droit a base rhombe est 
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un prisme droit a base rhombe : les deux rectangles, ou les deux rhombes, 
sont semblables. 

CoroUaire II. — L'octaedre droit a base rectangulaire et Toctaedre droit 
a base rhombe sont reciproquenient pblaires I'un de I'autre. 

Probleme XXXIV. — Trouver V Assemblage polaire d'un Assemblage 
ternaire, ou rhomboedrique. 

he polaire d'un Assemblage construit sur un rhomboedre dont Tangle 
plan est egal a a, et Tangle diedre egal a yic, est un autre rhomboedre dont 
Tangle plan [a] (theoreme G) est egal a 180"*— ac, et Tangle diedre [11] 
a 180^— a (*). 

Le rhomboedre primitif sera completement defini, si Ton donne le para- 
metre a du Reseau a maillie triequiangle normal a Taxe ternaire, et le para- 
metre d de cet axe ternaire. On trouve alors , par des proprietes connues 
du rhomboedre, 



(88) 



f* 



a(i — cos a) 9 a* 3 



I 



2(H-C0S|Jt) 4rf«^^3 

Soient [a] et [^J les parametres de meme signification dans le rhom- 
boedre polaire; on aura 

1 _ [fl]« I 

2(i-hcos[fx]) — 4[rfJ* "+"3' 
or 

I + cos [/^ J = I — cos a : 
done 

d' _ [ay . 

done enfin 

(89) «_H = 1M, 

relation qui exprime la condition pour que deux rhomboedres soient sem- 
blables, chacun d'eux au polaire de Tautre. 

Pour Tegalite des deux volumes, on a, en outre, la condition 

(90) W = \sJ^a^d = \yJ^[aY[d\ 

( * ) Cesx. ce rhomboMre que le professeur Weiss a appele le rhomboedre par inversion , <- lover- 
tirungs-Rhomboeder ». {Memoires de V Academic de Berlin , t. XV, p. 98.) 
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On en conclura les valeurs de [a] et [rf], savoir : 






Probleme XXXV. — Trouver V Assemblage polaire d'un Assemblage 
it sy metric qualernaire . 

Solent a, a les deux parametres des cotes de ta basecarree; soit d le 
parametre de Faxe des z^ axe de symetrie quaternaire, 

S'il s'agit d'lin prisme a base carree, non centre, Ton aura 

{91) a'e/^R% E^=R% i 

le polaire sera aussi un prisme a base carree. 

S'il s'agit d'un prisme centre a base carree, le polaire sera un prisme cen- 
tre a base carree dent les elements pen vent se deduire de Ja solution rlu 
deuxieme cas du probleme XXX I IL Dans les formules relatives a ce ras, 
faites 6 = a; vous ti-ouverez un prisme droit centre a base carree determine 
par les formules 

(92) E' = iR% 

Probleme XXXVI. — Trous^er l^ Assemblage polaire d' an Assemblage 
a symetrie senaire. 

Le generateur de T Assemblage est un prisme droit a base rhombe, dont 
les cotes sont a, a, Tangle compris J" egal a 1 20 degres, la hauteur egale a d. 

On troiive alors {vfryez la solution du probleme XXX HI j quatrieiiie cas) 
que le generateur dn polaire est un prisme droit a base rhombe, Tangle du 
rhombe etant 180° — S on 60 degres, c'est^a-dire un prisme a symetrie 
senaire, conune on devait s'y attendre ( theoreme CIX )- 

Soient [a], [a] les cotes du rhombe dans le prisme polaire, et [d] ti 
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hauteur: on aura, en appliquant les formules (87), 

(93) E' = iv/3aV/ 

On a, entre a, d, [a] et \d\, les relations 

I f\ a[a\ d frfl 

(94) a ="V' 

(95) a^d=:[a'][dl 

qui sont les analogues de (89) et (90). 

Le Reseau du plan normal a I'axe senaire tourne de 90 degres dans son 
plan, et se modifie quant a son parametre minimum. 

Probleme XXXVII . — Trouper V Assemblage polaire d'un Assemblage 
a symetrie terquaternaire. 

Si le generateur de TAssemblage est un cube, son polaire aura pour gene- 
rateur le meme cube. 

Si le generateur de T Assemblage est un cube centre, decote a, son polaire 
sera un cube a faces centrees (theoreme GX), dont le cote [a] sera dome 
par la formule 

Reciproquement , si le generateur etait un cube a &ces centrees de 

cote a (ou octaedre regulier de cote «v/|)j son polaire serait un cube 
centre (theoreme CXI) de cot^ [a], donne par Tequation 

[a]=a^. 

Ainsi les deux derniers modes sont reciproquement polaires Fun de 
I'autre. 

On pourrait aussi demontrer ces derniers resultats en considerant les 
rhomboedres generateurs. Le rhomboedre de 90 degres a un angle plan 
de 90 degres; il aura done pour polaire un rhomboedre de 90 degres (solu- 
tion du probleme XXXIV ). 
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Le rhomboedre de 70® 3 1 ' 44^^ a wn angle plan de 60 degres ; il aura done 
pour polaire le rhomboedre de 120 degres. 

Le rhomboedre de 120 degres a un angle plan de 109® 28' iG'''; il aura 
(lone pour polaire le rhomboedre de 7o''3i'44''- 



Quoique le Memoire qui precede puisse etre considere comme etant une 
pure speculation geometrique, et que les relations qui y sont demontrees 
soient independantes des proprietes physiques des corps, cependant ce 
travail a ete execute, par Fauteur, avec la peiisee de sen servir ulterietire- 
nieiit pour F explication des faits fondanientaux de la cristallographie, et 
c*est vers ce but que sa redaction a ete specialenient dirigee. 

II a toujours ete admis, depuis Haiiy, soit implicitenient, soil expHcite- 
luent, que les centres des molecules des corps cristallises sont distribues, a 
des intervalles egaux, suivant des series rectilignes, paralleles aux intersec- 
tions des plans de clivage, Le systeme geometrique forme par ces centres 
11' est done rien autre chose que ce que nous avons nomme mi « Assemblage 
de points », et toutes les considerations developpees dans ce Memoire lui 
sont applicables. 

Si main tenant Ton admet qu'une cause quelconque intevvienne puur 
ttisposer T Assemblage qui se constitue, an moment de la cristallisation, h 
line structure symetrique [ilutot qu*a uue structure nou synietrique, rt est 
clair que T Assemblage deflnitivement for rue apparttendra a Tune de nos 
sept classes (page 88), et de preference u Tune des six premieres, qui pus- 
sedent seules des axes ou plans de symetrie. Ij'observation des corps cris- 
tallises, naturels ou artificiels, prouve a posteriori qui\ en est ainsi; aussi 
la division geometrique des Assemblages correspond -ell e fidelement a celle 
qirune etude patiente et attentive a porte a etablir entre les diflerents sys- 
temes cristallins. 

Mais quelle est la cause de cette tendance des Assemblages, que forment 
les centres des molecules des cristaux, vers la regularite symetrique? C'est 
ce que j'essayerai d'expliquer dans un autre Memoire dont la redaction 
est aujourd'hui terminee, et qui, je Tespere, pourra etre imprime prochai- 
nement. Les principaux resultats de ce nouveau travail ont ete commu- 
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niques a la Societe Philomathique, dans les seances des 17 et 24 mars, 
19 mai, 7 juillet et 17 novembre 1849 {voyez le Journal Ylnstitut, 
annee 1849? aux comptes rendus de ces seances). Le MemcHre que Ton 
vienl de lire, ainsi que celui '< Sur les Polyedres de forme symetrique », 
imprime dans le tome XIV du Journal de MathSmatiques de M. Liou- 
ville, forment, en quelque sorte, les Prolegomenes de la theorie cristallo- 
a;raphique qui s'y trouvera developpee. 

Je me borne a signaler des a present la forme polyedrale, ou, si Ton 
veut, polyatomique, de la molecule du corps cristallise, comme determi- 
nant le genre de symetrie de T Assemblage cristallin correspondant; lameme 
cause, suivie dans ses consequences ulterieures, explique d'une maiiiere 
simple Tensemble des phenomenes de Themiedrie, de I'hemitropie et deTiso- 
morphisme. Si elle ne resout pas completement leprobleme encore si difficile 
du dimorphisme, du moins elle indique comment Ton doit chercher a distin- 
guer le dimorphisme de Tisomerie, et elle fait voir que, dans certains cas, le 
dimorphisme proprement dit, c'est-a-dire la cristallisation de molecules 
identiques dans deux systemes cristallographiques distincts, suivant I'etat 
du milieu ambiant, est un fait admissible, bien que contraire aux idees 
qui sont aujourd'hui le plus generalement adoptees en mineralogie. 

Un Rapport sur le Memoire actuel a ete lu par M. Cauchy, a TAcademie 
des Sciences, le 6 aout 1849 [*] {"^oy^^ les Comptes rendus, tome XXIX, 
page 1 33). 

Qu'il me soit permis, en terminant, de remercier Tiliustre rapporteur, 
de la bienveillance avec laquelle il a apprecie mon travail! 

r*] Cominissaires, MM. Biot, Beudant, Dufrenoy, Regnault, Lame, Cauchy rapporteur. 
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LE JAUGEAGE DES COURS D EAU 

A FAIBLE OU A MOYENNE SECTION, * 
Pah M. p. BOILEAU, 

tlHpplkal^on d<! rArtilU^rie et du Genie, \]etnbre de la SocieLe ilVncoiiragerDeui p^itr rindu^lrie nnlionali?. 



IINTKODUCTION. 

Les applications tie rHydraolique aux travaux publics ou aux entreprises 
particulieres sont nombreuses^ toujours importantes et soaveiit difficiles; 
mais aucune ne se presence avec un caractere plus evident d'utilite fonda- 
uientale que la mesure des eaux courantes. Soit que Ton considerej en eftetj 
ces agents de riehesse sociale comme destines a anJmer des usines; soit qulon 
se propose de determiner les proportions des passages de tout genre qu'ils 
doivent traverser, afin de leur assurer un econlement toujours suflisant^ soit 
enfin qu*il s'agisse de dispenser la puissance iertilisante des irrigations : a 
Torigine de toutes les solutions se pose le problenie de revaluation des vo- 
lumes liquides debites dansehaque unite de temps, evaluation sur laquelle, 
en outre, sont basees les decisions des tribunaux dans un grand nombre 
d'affaires oii de graves interets se trouvent comproniis, Aucun sujet nest 
done plus digne de Patten tion des savants et des ingenieurs : aussi voit-on 
depuis deux siecles les plus illustres d*entre enx temoigner de linten t qu il 
leur inspire — <f Mi raliegro assai del progresso iflrauiufK.,, n ecrivait 
rialilee (*) aTabbeCastelli; il ne s'aglssait cepemlant encore que de quelques 



(* ) Lettre du 3o novembre i6ii5. Foir, a la bibliotheque de Tlnstitut, Raccoita fi'autori ifaiiani chv 
trattano del moto delle acque. . 4* edition, imprimee ^ Bologne. 

XXXIW Cahier, ' »: 
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considerations tres^imples sur les vitesses d'ecoulement, communiquees par 
ce dernier auteur, et dans lesquelles n'entraient, ni la nature des fluides, ni 
les phenomenes qui accompagnent leurs mouvements, phenomenes dont 
Leonard de Vinci avait fait, plus d'un siecle auparavant (*), une etude 
inspiree par le genie de Tobservation. Bient6t, les experiences de Torricelli 
et celles de Mersenne apprirent que la depense des petits orifices est pro- 
portionnelle a la racine carree, ou, comme on disait alors, a la raison 
sous-^loubte des charges : plus tard , Newton consacrait quelques loisirs 
a la contraction des veines liquides. et a son influence sqr le debit des 
orifices; Poleni, Mariotte, Daniel Bernouilli, Borda, les deux Michelotti, 
Bossut, Dubuat, Hachette, Eytelwein, Bidone, out fourni d*utiles resultats 
d'experiences concernant le debit des petits orifices carres et circulaires, ou 
celui des deversoirs, Daniel Bemouilli, dans son Hjrdrodjrnamique, a pre- 
pare les methodes pratiques de calcul que Ton suit encore. Borda a donne 
la veritable expression des pertes de force vive qui resultent des chan- 
gements brusques de dimensions dans les conduites des fiuides. Dubuat,coin- 
pletant les idees de Bossut et de Chezy, a pose les veritables conditions du 
mouvement uniforme dans les canaux; enfin, Prony, appliquant la fonction 
par laquelle Coulomb representait la resistance des parois dont Gugllelmini 
avait, centans auparavant, signalerinfiuence, i compose des Tables nume- 
riques qui ont servi pour I'etablissement des canaux et des tuyaux de con- 
duite destines a debiter un volume liquide determine, Mais les recherches 



( *) Foir le recueil precite. Leonard de Vinci a paiticiiliereinent decrit, avec beaucoap de soin et 
pour descas varies , les mouvements des particules autour des corps soUdes immeigbif ainsique ceux 
qui resultent des coudes et des changements brusques de dimensions des conduites ; il a indiqoe W 
convergence des filets dans les veines liquides et les nappes des deversoirs avec contraction late- 
rale. On trouve dans son Memoire un appareil pour faire des experiences sur la depense des pefits 
orifices et le flotteur double destine k observer les differeoces de vitesse dans une section d'un coars 
d*eau , instrument attribue 4 Mariotte par les auteurs modernes . . « J*ai pour pnncipe , dit-il , de 
» citer d^abord rexperience, et ensuite de demontrer pourquoi les corps sont forces de se coraporter 
» de telle ou telle mani^re.... » Parole admirable k une epoque de dogmatisme obscur! Mais la 
logique des sciences ne devait ^tre creee qu'un siecle plus tard par Bacon et Descartes , el si les in- 
ductions de Leqpard de Vinci presentent parfois de brillants eclairs, elles ne seraient generalement 
plus admises de nod jours. Enfin, il manque aux observations de Timmortel artiste, le chifTre, la 
donnee numerique precise. 
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d'Hydraulique experimental^ n'etaient pas encore generalement executees 
avec la rigueur des moyens d'observation, Tesprit de continuite, la philo- 
Sophie critique qui avaient imprime aux autres branches de la physique une 
puissante impulsion, lorsque M. Poneelet^ dans ses experiences faites a Metz 
en commun avec M. Fjcsbros (*), a donne aux ingenieurs Texeinple d'une 
investigation exacte, circonstanciee et degagee d'influences anormales. 

Enumeration des methodes pratiques de Jmigeage. — Les moyens em- 
ployes pour determiner le debit des cours d'eaii sent varies; aucun n'est 
susceptible de fournir des resultats rigoureux* mais pliisieurs peuvent con- 
diiire a une approximation pratique suflisante lorsqu'ils sont appropries 
aux dimensions, au volume et au regime du courant. Pour les canaux it 
petites vitesses, a pente et a section eonstantes, exempts d' obstacles inte- 
rieurs sur une etendue considerable en amont et en aval de la region eonsi- 
deree, on pent deduire de Tequation du mouvement uniforme ou des Tables 
de Prony, la valeur de la vitesse moyenne et, par suite, du debit par se- 
i^onde, qui est le prodnit de Taire de la section par oette quantite. S'il s'agit 
dune riviere large et profonde, il (aut choisir une portion reguliere de son 
eoiirs dont les rives soient sensiblement paralleles, et le lit non embarrasse 
de plantes lluviatiles ; s assurer que le niveau y reste sensiblement constant 
pendant la duree des operations; en relever une section perpend icufeire au 
mouvement general de transport ; mesurer, par on temps calme, a I'aide des 
instruments hydronietriques, les vitesses des particuies fluides sur cinq ver- 
ticales au moins de cette section, situees respectivement pres des deux rives, 
au milieu dela largeur, puis entre celles-ci et les precedentes ; enlin, deduire 
de ces vitesses, par une metliode exacte, le debit du courant. Mais ies ob- 
servations a effectuer sont longueSj delicates, et exigent Femploi d'appareils 
tres-precis; de sorte que ce n)ode de jaugeage ne doit etre employe c(ue 
dans des circon stances qui n'en permettent pas de plus simples. 

On salt que Dubuat, operant dans un canal a regime sensiblement uni- 
forme, dont la section J tantot rectangulaire et tantot trapezoidale, avait 
o*",487 ^^ largeur superieuie, et dans lequel la profbudeur d'eau a varie 



{*) Exptrknces sur les lots de recoalement ck Vrau a travrrs its on/ttrs rectangu faites verliratfr 
en minces patois planes. ( Paris, i832.) 

'7- 
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de o'^joS a o"',!27, a compare les vitesses moyennes, obtenues par^ un jau- 
geage direct, aux vitesses du milieu de la surface, et que Prony a repre- 
sente Tensemble des resultats obtenus par une formule d'interpolation qui 
foumirait un precieux precede de jaugeage si Temploi n'en devait ^tre res- 
treint aux circonstances de regime et de dimensions qui y ont donne lieu, 
comme le prouvent les recherches experimentales que nous avons faites a 
oet egard et les savants calculs de M. Sonnet (*). 

On n'aura done, probablement pendant longtemps encore, d'autre pro- 
cede simple et pratique de jaugeage que celui qui consiste a &ire passer le 
courant par des orifices disposes a Tavance, procede qui ne s^applique pas 
aux cours d'eau a grande section. Sou vent ces orifices existent par suite de 
Tetablissement d'une ou de plusieurs usines, mais bien rarement ib pre- 
sentent des circonstances identiques a celles d'experiences anterieures; de 
sorte que Ton ne connait pas, avec une certitude suffisante, les coefficients 
qu'il convient d'appliquer aux formules theoriques de I'ecoulement des li- 
quides. U faut done, en general, que I'ingenieur charge du jaugeage dun 
cours d'eau a section faible ou moyenne etablisse lui*meme les orifices dont 
i! doit se servir, en barrant transversalement ce cours d'eau. II pent laisser 
le volume liquide s'ecouler en deversoir par-dessus le barrage, ou bien 
ouvrir des orifices avec charge s6r le sommet (**). Le present Memoire a 
pour objet I'exposition complete des donnees physiques, des formules et 
des resultats numeriques necessaires pour appliquer Tun et I'autre de ces 



( * ) Recherches sur le mouvement uniforme des eaux dans les tuyaux de conduite et dans Us 
eanaux d^couverts. (Paris, i845.) 

[**) Un ingenieur civil qu*iine mort honorable a prematurement enleve ^ d'utiles travaux, 
M. Lapoinre, de Metz, a propose d'ouvrir dans le barrage qui retieDt les eaux, de lai^ges orifices 
circulaires prolonges par un court tuyau en fonte , noye en aval ; un rooulinet k aileues hclicoides 
plonge dans I'axe de ce tube et coromuniquant son mouvement de rotation ^ un compteur execii- 
taity par seconde, un nombre n de tours qui donnait le debit Q de Torifice dans le rotoe temps, 
par la relation Q = fl-f-ft/i. (Voir les Comptes rendas des seances de l* Academic des Sdences, 
tome XXV, page 620) Mais, le barrage etant erabli, les praticiens prefereront sans doute faire 
couler I'eau en deversoir et se dispenser de Tinstallation d'un instrument d'ailleurs assci oouleax ; 
en outre, la tare d*un moulinet dont la transmission de mouvemeut est frequemment demontee et 
remontee laisse toujours quelque incertitude sur sa permanence apres.un usage prolonge. La veri- 
table utilite de Tappareil dont il s'agit, parait devoir consister dans son emploi comme compteur 
d'eau, dans les distributions des villes ^ emploi qui a ete indique par M. Morin, 
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deux procedes de jaugeage qui sufiisent pour les courants moteurs des usines 
et les canaux d'irrigation. Relativement aux grands cours d'eau, dans les- 
quels la construction d'un barrage ^erait difficile, dispendieuse et le plus 
sou vent rendue impossible par les besoins de la navigation, nous avons 
dejafourni un certain nombre de donnees nouvelles {*) qui ont ete jugees 
utiles et que nous nous proposons de completer prochainement. 

DESCRIPTION DE L*OBSERVATOIRE HYDRAULIQUE ETABLI A METZ , EN I 846 (**). 

Emplacement et reservoir prmeipaL — L'eau est prise dans les fosses tin 
front Saint- Vincent , vaste reservoir qui a servi en 1827 et 1828 aux 
belles experiences de MM, Poncelet et Lesbros, agrandi encore depuis cette 
epoque, et conimuniquant par un canal souterrain a la haute Moselle : le 
niveau y est entretenu constant au moyen d*un grand deversoir en ma- 
connerie qui le separe des fosses du front de Chambiere, 

liesermir particulwr. — Afin d'operer sous des charges d*eau determinecs 
et variables a volonte^ tout en laissant constant le niveau du reservoir prin- 
cipal^ on a cause dans le terre-plein du redan 62 du chemin couvert un 



(*) La premiere partie de ces recherches, qui a etc honaree cJe Tapprohation de rAoademie des 
Sciences [vmr les Cfymptes rcndus des seanres de VJcad^mie des SctencrSf tames XXIl et XXin)^ cofi- 
tient : un exanien comparatifdes propricles des Lnstruments hydromclriquescn usage ; plusicurs series 
d experiences relatives a im nouvel hydrodynanwrneirc; uq procede simple et general ]>our larer ces 
divers instruments, (jue^tioii fondamentale qui n'avait point encore de solution exacte ; I'etude des 
phenomenes varies que f.iit naitre la rencontre d'wn conrant ILqiiidecontre tin prisme mince immergi^ 
completement OU partiellement; des notions nonvelles snr raniplitude de la sphere d^activlte des 
mouvements des molecules autour du prisme el sur les variations de Taction dynamique du courant ; 
enfin des resullats d^observation concernant la loi de distribncion des vitesses dans la section trans* 
versale d'un cours d*eau l\ regime uniforme et Tinfluence perlurhatrice du rent. La seconde partre, 
presentee rece mm en t A TAcadcmie des Sciences, contient principalement la descriplion d'un nouvel 
instrument hydromerrique construit de maniere k Iroubler le nioins possible ies mouvements raole- 
culaires h. Tendroit oil il fonctionne, et nne meihode de calcnl pour dednire, de l^observaiion d'un 
certain nombre de vitesses dans la section d'un cours d'eau quelconque, le volume fluidequ'il debite. 

Nos recherche d'Hydraulique ph pique et experi men tale, enircpnses en juiltet i845, ont etc 
execnteesaux frais An dcpartement de la Guerre sur Tavis favorable du Gomite de TArtillene. 

(*•) N ayant pu , par suite de circonstancesevclusivement locales, conserverremplacement affecte 
aux recherches de i845» j'ai du recommencer des constructions tongues et penibles^ mais dans^ 
lesqueltes j'ai tAche de mettre 4 profit IVxperience acquise* 
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reservoir particulier dont la premiere partie, de forme rectangulaire, a 
20 metres de longueur et 6 metres de largeur par le haut; avec des talus a 
ten*e coulante. 

La seconde partie, de 7 metres de long, raccorde la premiere avec Ten- 
tree du canal d'experiences, et se$ c6tes se terminent, vers cette entree, par 
une surface gauche rev^tue en bois, suivie d*une portion rectanguiaire en 
madriers, a parois verticales et a fond incline, qui complete le raccorde- 
ment, afin d amener, sans aucune contraction, les molecules liquides dans le 
canal : ce reservoir a, dans toute son eteiidue, i metre de profondeur, de 
sorte qu'il peut contenir 1 20 metres cubes d'eau. Un canal de decharge en 
terre part de ce reservoir pour aboutir a la basse Moselle. On introduit 
Teau par deux pertuis, sur la construction et le but desquels nous donnerons 
plus loin quelques details. 

Canal d' experiences . — Le canal d'experiences a ete etabli dans une 
tranchee profonde, de 3 metres de largeur au fond, que le relief du terrain 
a rendu necessaire ; sa section est rectanguiaire^ il a 70 metres de longueur 
et se compose : i** d'une partie a parois paralleles dont la largeur interieure 
est o™,goo; 2** d'une portion divergente de 3", 84o de longueur; 3^ d'un 
bief a parois paralleles de I'^^Soo de longueur et de i™,6oo de largeur in- 
terieure. Le fond de ce canal est plan, a pente uniforme et variable a vo- 
lonte, comme on va le voir; il traverse une grande baraque qui sert d'atelier 
et d*abri. Une autre baraque sert de magasin. 

Bassin de jaiige. - — Le canal d'experiences est suivi d'un bassin de 
jauge J [fig^ I et 2) en maconnerie, qui se decharge dans un canal de 
fuite aboutissant k la basse Moselle. Un appareil mobile V sert a con- 
duire les eaux du canal d'experiences dans le bassin de jauge ou a les verser 
dans un premier canal de fuite ABCD, qui rejoint le dernier TU. Enfin un 
petit ruisseau £F, creuse dans le fond de la tranchee, recueille et conduit 
les eaux de pluie ou de titrations. 

Construction du canal d'experiences. — Le canal d'experietices est coii- 
struit en madriers de sapin de o",o5o d*epaisseur, par travees de 3'**,55o de 
longueur. Chaque travee est maintenue a ses extremites et en son milieu par 
un cadre ABCD {fig. 3) en bois de chene, forme d'une traverse AB et de 
deux montants AC, BD, de o", 1 20 d'equarrissage, relies a leur partie supe- 
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rieure. On a proportionne les traverses inferieures AB de maniere que la 
largeur du caiial put etre facilement portee a l'",6oo ; il sufHrait pour cela 
de demonter le cote dbBD et de le transporter en E, oil une mortaise a ete 
preparee a cet efFet, apres avoir ajoute au fond un panneau de trois ma- 
driers. En dessous de la traverse AB sent fixes deux coins en chene de 
o™,5oo de longueur, o'^jiSo d'epaisseur a Tune des extremites et o^^^oSo a 
Tautre, qui reposent sur deux coins A', B\ egaux a ceux-ci et places syme- 
triquement ; ces deux dernieis coins sent mobiles et sei'vent h regler la 
pente du canal qui est de — ^ quand leurs faces superieures coincident 
dans toute leur etendue avec les faces inferieures des coins fixes. Tout le 
systeme est porte par une forte senielle en chene FG, placee elle-nienie snr 
un terrain solide, et boulonnee sur deux grands piquets en chene, I.es ina- 
driers du canal sont assembles entre eux au moyen de ra inn res dans les- 
quelles on a chasse des languettes en chene tres-sec de o'*',oio d'epaisseur 
et de o™,oao de largeur; ces languettes rapportees out la vantage de donner 
un assemblage plus solide et de laisser aux madriers toute leur largeur : 
avent de les placer, on reniptissait les rainures de peinture a huile- f^e joint 
des bouts de madriers entre deux travees a ete rempll avec des etoupes 
serrees au ciseau et recouvertes de brai de calfatage, Toutes les parois du 
canal ont ete enduites de colthar, a rexception de la partie oil se font les 
principales observations, qui a ete peinte en blanc a Tinterieur. 

Appareil mobile de communication avec le bassin de jauge, — L'appa- 
reil V, qui sert a etablir ou interrompre a volonte la communication du canal 
avec le bassin de jauge, est une sorte de tiroir {fig- i et 2) roulant par Tin- 
termediaire de quatre galets sur un chassis fixe en chene solidement con- 
struit; Textremite anterieure du fond aia'^' porte en saillie un liteau a bi- 
seau cc\ qui vient s'appliquer sur un biseau parallele pratique au bord 
extreme du canal : les cotes verticaux du tiroir portent egalement deux bi- 
seaux dd' qui correspondent a deux biseaux semblables sur les faces verti- 
cales du canal. Le contact de ces surfaces, meme firottees de suif, ne suffirait 
pas pour arreter toute fuite d'eau ; mais on a complete le system'e par une 
planchette horizontale ce', et deux verticales j^' fixees a Textremite du canal 
et qui couvrent les joints du systeme mobile. 

Pour la manoeuvre, deux hommesprennent les poigneesg'g''et, au com- 
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niandement que leur fait Tobservateur muni d'un chronometre, ils font 
marcher le tiroir vers le canal ou vers le bassin de jauge, selon que Ton veut 
etablir ou interronq>re la communication entre ces deux parties de I'etablis- 
sement. 

Get appareil a Tavantage de n'occasionner ni perte de chute dans le 
systeme hydraulique, ni erreur sensible de temps dans robservati<Mi. 

Construction du hassin dejauge. -r-Le bassin.de jauge a 6 metres de 
longueur interieure, 3 metres de largeur et i™,55o de profondeur. Place 
dans un terrain de gravier ancien tres-solide, il est en outre assis sur un 
massif de o^^^Goo d'epaisseur avec o'^ySoo d'empattement ; ses murs yerticaux 
ont o'",75o d'epaisseur. Le tout est . construit en maconnerie de moellons 
bruts, avec mortier de ciment moyen, revetu a rexterieiir d'un crepi^ et a 
rinterieur d'un enduit de o'^^oBo d'epaisseur, eo ciment fin. Rien n'a ete 
neglige pour obtenir I'impermeabilite, qui a eteconstatee par des epreuves 
decisives. 

TiCs vannes laissant toujours echapper de Teau, quelque bien construites 
qu'elles soient, on a adopte, pour vider ce bassin, un systeme compose de 
deux tuyaux recourbe^ en fonte mnq de o™, j 6o de diametre interieur {fig. i 
et a), maconnes dans le massif inferieur du bassin, et de deux soupapesen 
bronze /no, /nV, dont la cuvette est soudee a la partie superieure de ces si- 
|)hons, qui affleure le fond incline du bassin. Ces soupapes sont manoeuvrees 
au moyen de deux leviers superieurs ps^ p's\ poses sur une charpente k : on 
ne se sert habituellement que de I'une d'elles, Tautre etant reservee pour 
les cas d'accidents. Enfin elles sont entourees d'une cage t en fil de laiton 
pour empecheil* I'approche des corps solides qui pourraient compromettre 
r exactitude de la fermeture. 

Ecran de caUne. — Afin de perdre le moins de temps possible dans diaque 
operation , on a etabli en travers du bassin un ecran CD destine a diminuer 
les fluctuations produites par le choc de I'eau qui y tombe. 

Operation dujaugeage. — Pour mesurer la hauteur dont le niveau s'e- 
leve dans chaque jaugeage, on a employe un prisme en sapin ah a section 
octogonale, glissant contre un madrier vertical AB et guide en outre par 
trois ferrures i, d, u. L'extremite inferieure de ce prisme est garnie d'une 
douille conique h en cuivre bien poli qui se reflete dans I'eau; on amene 
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d'abord avec precaution, et par un mouvement tres-lent, la pointe de cette 
douille au contact de la couche de liquide laissee dans le fond du bassin, et 
Ton serre la vis de pression p dont est munie la coulisse du milieu u. Le prisnie 
etant ainsi arrete, on fait glisser, contre une ferrure fixe qui determine un 
plan horizontal, la surface inferieure d'un prisme bien dresse dans lequel est 
enchasse un crayon cylindrique dont la pointe trace un trait fin et horizontal 
sur la face verticale correspondante du prisme. 

En repetant cette operation quand le bassin est jempli, et le style etant 
toujours place de la meme maniere, on n*a plus qu'a mesarer la longueur 
comprise entre les deux traits, qu^on efface fa cj lenient ensuite. Cette mesure 
eta it faite au moyen d'un met ro-e talon en fer ay ant servi autrefois a 
M. Poncelet, et pose horizontalement stir le bard du canaL 

Reglement de i alimentation. — Dans mes premieres recherches ex peri- 
uientales sur les cours d eau (*), j'ai determine la construction d'un orifice 
d aval dont Tidee premiere avait ete concue par Dubuat, orifice qui, place 
a Textremite du canal, en reglait le regime uniforme, et que j'ai nomme, par 
ee uioiif^ pertuis reguiateur. Par suite des dimensions du nouveau canal, 
des Ibrtes depenses d'eau qu'on voulait y faire et de sa disposition par rap- 
port au reservoir, il s'agissait ici de completer la reglementation du systeme 
hydratilique de fiicon que rintroduction de grandes masses d'eau n'y appor- 
tat aueun mouvement perturbateur. On concevni T importance de cette 
question en considerant la force vive considerable que possedent les courants 
issus dune vanne ordinaire, soit sous une forte cliarge, soit avec de grandes 
ouvertures : ces courants, rencontrant la masse contenue dans lereservoirj 
y exciteraient des mouvements ondulatoires period iques cjui, en se transmet- 
tant jusqu'au lieu oil se font les experiences, troulileraient les vitesses des 
molecules liquides et mtleraient une influence anormale a celle des elements 
reguliers de variation de ces vitesses. 

M, Poncelet, qui, le premier, a fait ressortir la nccessite de moderer le 
mouvement de Teau des son entr<*p, a. depnis phisieurs aiinees. indiqne un 
moyen fort ingenieux d'atteindre ce but et d'obtenir en meme temps un 
reservoir a niveau constant. 



;*) To/r les Comptes rendiis des stances dc V Academic des Sciences, tomes XXH et XXUI. 
XXXIII^ Cahicr. i8 
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L'appareil consiste en une caisse profonde A {fig. A) placee en tete du 
reservoir ou canal d' experiences B, et vers le fond de laquelle aboutissent 
un ou [Jusieurs tuyaux conduisant Teau d'alimentation : la partie de ces 
tuyaux qui penetre dans la caisse A ne donne passage au liquide que 
par de tres-petits orifices, en grand nombre, dont est percee uneenve- 
loppe E, occupant toute la largeur de cette caisse; un robinet, adapte a la 
branche verticale du tuyau, permet de regler la depense. On obtient ainsi 
dans le bief superieur 6 un niveau constant a surface psu*feitement plane. II 
y a dans cet appareil deux moyens d'eteindre la force vive du liquide 
affluent, qui consistent: I'^adiviser la masse en parties tres-tenues dont 
les chocs isoles ne peuvent produire qu'une faible impulsion, et i^ (aire 
remonter les molecules a une hauteur suffisante pour detruire les mouve- 
ments irreguliers qu'elles ont conserves. 

Pertuis modSrateur. — J'ai tach^ d'appliquer ces idees a Tahmentation 
par grandes vannes de mon reservoir, et j'ai adopte a cet effet deux dispo- 
sitifs differents entre eux, mais remplissant egalement le but. Le plus simple 
de ces dispositifs est applique a la vanne de i metre de largeur ; il consiste 
en un palier horizontal etabli en aval au niveau du seuil de Torifice, etsuivi 
d'un plan incline au |, de 3 metres de longueur : toute la partie du pertuis 
correspondante a ce plan s'avance dans le reservoir ; la veine liquide lancee 
par r orifice remonte le plan incline, en s'ecoiilant toutefois partiellement 
sur les cotes et dans des directions perpendiculaires a sa vitesse initiale, par 
de petits orifices quadrangulaires formes au moyen d'un lattis croise fixe a 
ce plan incline ; a I'extremite superieure du meme plan, la partie de la veine 
qui y parvient rencontre un autre lattis en pente roide, par les ouvertures 
duquel elle acheve de s'ecouler^ mais avec une vitesse ralentie par raction 
de la pesanteur. La portion adjacente du reservoir est remplie de petits 
tourbillons qui s'eteignent bientot, de sorte qu*a une faible distance, Teau 
est tranquille. II ne faut, pour construire cet appareil, que quelques lattes et 
quelques planches. 

Autre pertuis moderaieur. — L'autre dispositif moderateur, applique 
a la vanne de i"',7oo de largeur, a exige un pen plus de firais de constnic- 
tion. A la suite d'un palier horizontal SA {fig^ 5), de niveau avec le seuil 
de rprifice, est une excavation ABGD, de i"',8oo de profondeur, et dont le 
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fond BGa i",45o de largeur; la paroi AB de cette excavation, qui suit le 

palier, est verticale, et la face CD du cote da reservoir est inclinee a i 

de hauteur sur i <le base ; les parois laterales sont verticales; cette cavite 

est partagee en deux portions par un ecran vertical FG place ao™,5oo de 

la paroi AB et glissant entre des rainures, de fa^on qii'on puisse faire varier 

la hauteur GH de Touverture qu'il laisse au-dessous de lui. 

L'eau laiicee par la vaune vient trapper I'ecran, tourbilloiine et tomb© 

pour reman ter ensuite avec uue vitesse verlicale de plus en plus affaibliif 

par Taction de la pesanteur et Felargissenient progress! f des sections quelle 

oroupe* 

,. Deter mhrnlion de la tare da hiusin de Jange, 

Premier pracede, — La regularjte de sa construction m*a d'abord engage 
a detei'tniner la capacitu de ce bassin par la niesure directe de ses dinjen- 
sions- Acet effet, j*ai trace^ sur les parois interieures, quatre lignes de niveau 
equidistanteSj determinant chAcune un [>aralIelogranime dont j'ai mesnre la 
l*ase, puis la [)erpendteulaire a cette base aux deux extreinites et an milieu 
de sa longueur, Voici les resultats de cette operation : 

I*! 

Louyiieur dtfS bases de;^ pAraUelt>giaa)int'&, . , . 6, 02 3 

Valcur moyenne de leurs hauteurs. 3 ,0 1 r 

\\ r^ t! es sec t mn% ho ri^on tal es cor respo n d a n tes 1 8 , 1 3 5 2 5 

Ces valeurs difTerant tres-peu eiUre el les et sans ordre bien determine 
de variation, on peut en prendre la moyenne, qui est 18,12546. De cette 
aire il faut retrancher la somme des sections horizon tales des appareils 
prismatit(ues de jaugeage etablisdans le liassiuj c est-k-dire o, j SaSSg; ftinsi, 
la tare du bassin de jauge serait de i7'''%9tj3 par metre de hauteur d^eati. 

Detixieme procede. — J'ai fait construire une caisse parallelipipedicjue en 
niadriers de sapiii, avec montants et nervures exterieures en chene de (bit 
equarrissage, dont les dimensions horizontales interieures sont de i metre, 
et la hauteur i"\o8o ; le fond est perce d'un orifice garni d'une sou [ jape ou 
clapet en bronze parfaitenient ajustee ; les parois ont ete endiiites de colle 
marine a Tinterieur, et de peinture a Thuile exterieurement, les angles vi\\- 
fates avec du brai gras. Cette caisse etait placee verticalement sur Tun des 

nmrs du bassin de jauge, T orifice du fond correspondant a Tintmeur de ce 

18, 
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bassin. Une traverse, fixee sur lesbords $uperieurs de la caisse, portait un 
ecrou dans lequel se mouvait une vis terminee par une pointe tres-fine, 
correspondant au centre de cette.caisse, et qu'on a fait arriver a i metre 
au-dessus du fond, puis rendue fixe. Un couloir interieur vertical, percea 
sa partie inferieure de petits orifices, pemiettait de remplir la caisse sans 
agitation du liquide ; lorsque la surface de Teau japprochait de la pointe de 
la vis, on versait avec precaution, et tre^-lentement, jusqu'a ce que cette 
surface vint affleurer la pointe ; on s'assurait qu'elle etait bien tranquiUe, 
puis on vidait toute Teau dans le bassin de jauge au moyen de la soupape 
de fond; enfin, on mesurait T elevation de niveau occasionnee par Tad- 
dition de ce volume, en eniployant les procedes decrits precedemment. 
Or I'aire horizontale libre dans la caisse, mesuree en trois endroits de sa 
hauteur, a ete trouvee de o"'',9968; d'un autre cote, cette caisse a ete 
videe dix-huit fois dans le bassin, et les elevations de niveau observees dif- 
feraient extr^mement peu entre elles : leur somme etait 0^,995/1 ; d ou il 

resulte, pour la tare moyenne du bassin de jauge, ^^-^ — gj^ ou i8,o25. 

Troisieme procede. — On a ferme I'extremite d'aval du canal d'expe- 
riences au moyen d'un barrage vertical, dans le milieu de la longueur du- 
quel on a fixe Torifice carre de o™,20 de cote, qui a servi, en 1827 et 1828, 
aux experiences de MM. Ponceletet Lesbros; le seuil de cet orifice a ete 
place a o"",3o au-dessus du fond du canal, qui formait en cet endroit un 
bief rectangulaire de i°*,6i 2 de largeur. Cela fait, on a alimente, au moyen 
du canal, Ce reservoir rempli jusqu'a une hauteur au-dessus de Torifice, qui 
va etre indiquee; puis, le regime permanent etant acquis par le courant, 
on en a recueilli le produit dans le bassin de jauge en mesurant le temps de 
Tecoulement et I'elevation du niveaii dans ce bassin. D'un autre cote, on a 
calcule le volume debite dans une seconde par Torifice, en appliquant a la 
formule connue 



Q = w 






le coefficient 0,6953, moyenne de trois resultats obtenus par MM. Poncelet 
et Lesbros, pour une charge de o™, 242 sur le centre de Torifice, et Ton en 
a deduit la tare moyenne du bassin de jauge, d'apres les elemeiits suivants : 
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En resume J nous avons obtenu, pour la tare dii bassin de jauge : 

Par 1e premier proced^ > . . . . t*y ^99^ 

Par le deuxicme procede ,,*.,.. 18,0^5 

Par ]e troisieme procede 17 , gSg 

Moyenne 18,002 

crest cette valeur moyenne que nous avons definitivement adoptee; elle 
ne differe que de y^ de la deuxiemej qui s'en ecarte le plus. 



PREMIERE PARTI E. 



JAUGEAGE DES COURS D'EAU. 



M^THODE DES DEVERSOIRS, 

ChoLt dun barrage-type. — La premiere condition a remplir etait 
d'adopter, pour le devei^oir jaugeur, un dispositif facile a reproduire exac- 
tement dans tous les cas, et ne pouvant donner lieu a aueune influenee 
anormale; laseconde, que les donnees d'observation s*obtinssent tres-sim- 
plement dans la pratique, et que le calcul des volumes liquides ffit, s'il etait 
possible, debarrasse dela consideration des coefTicients de correction jusqu Va- 
lors en usage, coefficients qui, variant tantot dans un sens et tanlot dans le 
sens inverse J suivant les cireonstances di verses de recoulementj eussent 
expose a des meprises les observateurs peu exercesj ou, au moins, exige des 
collections etendues de resultats numeriqnes. 
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Circonstances genera les des experiences. — A cet efFet, nous avons 
supprime la contraction laterale en faisant occuper a Torifice toute la largeur 
du cours d'eau; nous avons adopte un barrage vertical en madriers, et nous 
I'avons termine par une arete vive S {Jig^ 6) et un glacis sa tourne vers 
Taval, que les ouvriers formenten tracant, sur les bouts dumadrier superieur 
equarri et bien dresse, la diagonale sa du carre sade, qui a pour cote Tepais- 
seur de ce madrier, puis retranchant le prisme sad. La crete S du barrage 
etait horizontale, et Ton mastiquait les joints pour eviter toute fuite d'eau. 
Lorsqu'on a opere dans le canal de o"",90o de largeur, le deversoir etait 
place a 60 metres de rorigine de ce canal, dont le fond avait une pente 
de 77^. Lorsqu'on s' est servi du bief rectangulaire d'aval(i;o^r la descrip- 
tion precedente), le barrage avait une largeur de i™,6oo, et se trouvait 
a 9 metres environ de Templacement du premier. Les experiences ontete 
executees du 1 5 juillet au i5 octobre des annees 1846 et 1847 (*) ; la tem- 
perature de Teau s'est peu ecartee de 16 degres centigrades. On a evite 
d'operer sous Tinfluence de vents assez forts pour troubler sensiblement les 
resultats. La duree de Tecoulement dans le bassin de jauge etait apprecieea 
Taide d'un chronometre a demi-secondes de Breguet. Enfin, apres chaque 
experience » on en critiquai,t les resultats par des constructions graphiques, 
afin d'etre en mesure de recommencer, seance tenante, celles qui presentaient 
des anomalies. 

On a considere dans ces recherches tons les cas qui peu vent ^e presenter 
en pratique ; savoir : 

Les deversoirs versant librement dans un bief inferieur de meme largeur ; 

Le cas oil le barrage est noye par un gonflement des eaux d'aval ; 

Les barrages perpendiculaires au courant, les barrages obliques et les 
barrages en chevrons ; 

Les barrages etablis dans un bief a parois laterales divergentes ; 

Enfin le cas des canaux a section trapezoidale, et, par suite, des cours 
d'eau naturels. 



(^) Le preseot travail comprend Tensemble des documents exposes dans deux Mem oires presences 
successivemeot k TAcademie des Sciences, et qui ont ete honores. de son approbation. {Fair les 
Comptes rendus des seances de I'Acad^mie des Sciences, tomes XXV et XXVHI.) 
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Dans des recherches posterieures, j'ai mis en experience les fomies tres- 
diverses de deversoirs et de digues employes; soil pour Talimentation de 
certaines roues hydrauliques, soil dans les constructions fluviales. Ges der- 
nieres recherches feront Tobjet d'une prochaine publication, qui comprendra 
en outre des resultats relatifs a Tinfluence que la proximity et le mouvement 
des roues hydrauliques pent exercer sur le debit des orifices qui les 
alimentent. 

DONS^ES NATURELLES DE r.A QUESTIOIN DES BARRAGES DANS LES COHRH D*KAtL 

Ensemble da systeme hydraullqae produk par uh hnrrage transi^ersuL 
— La surface du bief d'amont est formee : i" dii reiiious prodiiit par le 
barrage et qui commence a une certaine distance de celui-ci, croissante avec 
la charge generatrice de recoiilement; *i'* d'une portion AB inclinee vers 
Faval et a tres-peu pres plane^ partant de Toriginc A du remous {fig^ *>); 
3** d'une partie a courbure convexe croissante* qui raccorde la precedente 
a la nappe deversee d'aval, dont le profil longitudinal exterieur CD est, 
d'apres les observations de M. Bidone (*), une parabole analogue a ceile que 
decrirait dans le vide une molecule isolee, mais avec un parametre plus 
grand pour la nieme vitesse initiale. 

En arrivant vers !e fond du bief inferieur, la nappe liquide s'inflechit de 
nouveau, mais en sens inverse, et se raccorde ainsi aveele eoiirant rertiligne 
d aval. 

La surface decette nappe est, dans toute son etendue, parfaitement lisse 
et polie, et peutse comparer sous ce rapport a la premiere partie des veines 
issues d'un orifice complet en minces parois observee par i\L Poncelet (**) 
pour des orifices rectangu! aires de o™,2oo de base, et, par M. Savart (***), 
avec de petits orifices circulaires. Mais, immediatement apres le raccordement 
concave dont il vient d'etre parle, ces apparences changent completement 



(*) Memofrei de VAcademie d<t Tufin, lomc XXVIU, annbe 1824. 
(**) f^oir le Memoire de MM. Poncelet et LesbroSj dej^ cite- 

(***) Jnnaiesde Chimw ci dc Physique ^ a'' serie, tome LIH. Memoire sur la constitution des veines 
liquides lancees par des orifices circulaires en minces parois. 
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pour faire place a un courant a surface terne, rayee par des stries nombreuses 
et croisees. Get etat du courant d'aval n*a lieu que dans une certaine lon- 
gueur, d'autant plus grande que la charge superieure est plus considerable; 
peu a peu les mouvements interieurs dbnt il est le siege se calment , sa vitesse 
de transport diminue et son epaisseur augmente : enfin il reprend les appa- 
rences d'un cours d'eau ordinaire. En cetendroitse forme un ressautK,qui 
eleve la surface dii courant par une pente rapide, etengendre une ondequi 
se propage par vagues de hauteur decroissante. La figure horizontale de ce 
ressaut a une liaison determinee avec Tordre de succession des vitessesdans 
le courant qui le precede ; on la modifie en alterant le mouvement de la nappe 
sur le deversoir par Timmersion d'un corps solide dans cette nappe. Quant 
an relief du ressaut, il fournit sans doute la charge initiale necessaire pour 
engendrer plus loin dans le canal le regime uniformecorrespondant a sa pente 
et a son debit. Tel est I'ensemble du systeme hydraulique en amont et en 
aval du barrage ^tabli en travers d'un cours d'eau. J'entrerai maintenant 
dans quelques details importants relatifs a ses parties principales. 

( 'aracteres distinctifs des diverses especes de nappes Uquides^ etpliinomhm 
qui sy produisent en a^al de la crete du barrage. 

Le passage de la nappe liquide sur Tarete vive du barrage et la presence 
en aval des parois du canal de fiiite, donnent lieu a des phenpmenes remar- 
quables dont la consideration est necessaire pour le calcul pratique des 
depenses d'eau, et se lie d'ailleurs a la plupart des questions difficiles de 
r Hydraulique experimentale. 

Ecoulement sous les tres-petites chargeSy nappes adherentes. — Suppo- 
sons que la surface liquide dans le bief d'amont soit a la hauteur de la crete S 
(lu barrage {fig- 7)> et qu'on ouvre la vanne alimentaire de maniere a faire 
monter tres-lentement cette surface : Tecoulement du deversoir commence 
alors par un suintement dans lequel Teau mpuille et suit la surfeice SAB du 
barrtige. Get etat se prolonge jusqu'a ce que la charge superieure soit 
d' environ o™,oi, puis la portion de la nappe qui s'appliquait sur la 
paroi AB s'en detache pour former un jet tres-mince AG, presque droit, qui 
vient s'etendre, de C en B et de C en D, sur le fond du canal de fuite; la 
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pai tie superieure abo de la nappe <;ontinue a adherer au talus SA en afTectant 
line forme representee dans ]^fig' 7- Quand la charge atteint une valeur 
de o",o3o environ, la portion superieure de la nappe se detache a son tour, 
et il en resulte un jet parabolique. 

^coulement sous les moyennes charges. — Si, au lieu de faire monter 
lentement I'eau par-dessus le barrage, on leve la vanne alimentaire de 
maniere a produire rapideinent une eleviition de quelques centimeticb, la 
nappe liquide formee ainsi s'applique au barrage en prenant )e profil 
abed [Jig- 8), et persevere dans cet etat jusqu'a ce que la charge ait atteint 
une valeur de o^, 1 35 environ, A partir de cette charge^ ou bien la nappe se 
renfle vers le bas pourae rapprocher du piofil parabolique, ou, ce ({ui arrive 
generalement, elle se detache tout entiere et brusquement dn barrage* 
Occupons-nous de ce dernier cas, que nous appellerons des nappes iibres^ 
et qui reclame en premier lieu not re attention eomme devant se presenter le 
plus frecjuemment dans la pratique. 

Nappes iibres ou detachees du barrage, — Ainsi (ju'ila ete dit prtVe- 
demment, la nappe liquide, en rencontrant le fond dn canal de fuite, sap- 
plique surce plan ; ta portion CB du jet, qui est lancee vers Famont [fig^ 9), 
forme contre la partie juferieure du barrage un remous CBF dont Ja hauteur 
augmente avec la vitesse d'ecoulement; Tair emprisonne entre ce remouSj la 
nappe parabolique et les parois du canal, forme une veritable, ma is vnste 
bulle (*)j occupant toute la largeur du barragCj et compaiable a celles qut^ 
j'ai observees, dans des recberches precedentes (**), derriere un prisme minre 
expose a Taction d'un conrant liquide dans la [>ei'iode d emersion de *t 
corps- [a\ nappe parabolique he s*amineit en tombant, par suite de Taceele- 
ration de vitessCj d'oii il resulte des mouvements moleculaires qui commu- 
niquent a la surface de cette nappe une sorte d'etat vibratoite a faible 
amplitude. 



(*} t>a pressioD interieure dans rette region differe Lm-peii fk'celU* de I'^FiDOsphiTe^ mais d'auiuiil 
plus que b vitesst; de la nappe est plus considerable ; elle ne dtscemi pas au-dessoui des -^- -it* U 
pression atroospherique pour les plus fortes charges- L'air entraine par b surface interne de la niifipi 
Liquide pmduil, dans le remous inferieur, une nriddtude dp petites bnllesdoni la plupari renirv nr suvis 
cette nappe. 

( ** ) Mcmoire cite pa^^e 5. 

JCXXIII^ Cahier, u^ 
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Colonne liquide soutenue par la pression de la nappe. — Le remous 
inferieur CBF est soutenu a line certaine hauteur croissante avec la charge 
superieure par la pression de la partie inferieure de cette nappe. Gette pres- 
sion parait due a la force centrifuge de la partie concave d qui raccorde la 
nappe et le courant d'aval; car avec tin barrage dont la surface d'aval etait 
eirculaire, et sur lequel la nappe prenait en consequence beaucoup plus tot 
une courbure concave, la hauteur du remous etait plus considerable , a 
egalite de Vitesse d'ecoulement, que dans le cas d'un barrage plan. La 
partie superieure F/^E du remous presente une portion convexe Yn qui se 
meut de F en n, et une seconde portion inclinee E/i qui se raccorde avec la 
premiere par une serie de ride^ de plus en plus fines jusqu'en n^ oil elles 
disparaissent. Eniin, la surface superieure convexe F/i presente, dans son 
profil transversal, des ondulations sensiblement egales entre elles. 

La force centrifuge jouant un role important dans la question des veines 
fluides, j*ai relevela hauteur du remous pour diverses charges et le barrage 
ordinaire a biseau. Je me servais a cet effet d'une tige cylindrique ^^, le long 
de laquell^ glissait a frottement doux luie douille o, munie d'une vis de 
pression (^, et armee d'une aiguille os\ les charges, ou hauteur de la surface 
dans 'le canal d*amont, au-dessus du sommet du barrage, ont ete obtenues 
comme il sera explique plus loin. 

Les resultats de ces observations composent le tableau suivant : 

Tableau N^ I. 



HAUTEUR 


CHARGE 


HAUTEUR 


da 


■or le 


dtt 


barrage . 


seuil dudirersotr. 




m 


m' 


in 


0,228 


a,o5i 


0,078 




o,o65 


0,107 




o,ii5 


o,ao4 


0,3i5 


o,o33 


0,062 




o,o53 


0,091 




0,0755 


o,iia 




OyllO 


0,160 




o,iaa, 


o.ata 




0,1375 


0,275 


0,457 


0,045 


0,082 




0,073 


o,ii5 




0,101 


0,148 




0,131 


0,173 
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Nappes noyees en dessous. Mouyements osciUatoires sur le talus du 
barrage. — La liauteur de la colonne d'eau soutenue par la pression de la 
nappe augmentant avec la vitesse de cette nappe, on con^oit qu'il doit y 
avoir, pour un barrage vertical d'elevation donnee au-dessus du radier 
d aval, une charge d'eau pour laquelle le sommet de cette colonne atteint la 
Crete S du barrage. A partirde cette charge, tout I'espace compris sous la 
nappe est pleiii d'eau, et Ton entre dans une troisieme periode de pheno- 
menes hydra ulicjues, celle des nappes noyees en dessous. Pour etudier ces 
phenomenes, je me suis servi , conime dajis ines observations sur la resistance 
des liquides, d'une petite boule// (/%* ^) formee de feuille d'etain mince et 
{>riliante, liee par lui (il blane tres-fin k une tige cylindrique. Cette petite 
sphere, amenee vers le milieu du tahis SA, y oscille dans un plan vertical 
entre deux points a et 6, sur une longueur egale a pen pres a la moitie de 
re lulus: elle depasse quelquelbis ces Hiiiites et aiinve jusqu'a Tangle A ; 
mais alors elle en est chassee bruscjuenient comme par la detente d'un 
ressort. Si 1 on tire un pen le HI en uii iere de nmnicre a ne pas lui faisser 
prendre la disposition pluy il se courbe suivant pon^ et la boule // se jilace 
vers le milieu du talus SA, s y balance coiiniie tlans une position dequilibre, 
puis, penof/tquementy elle est attiree vers un point n\ tVoii elle est reiivoyee 
pretique instantancnvent a Sii position primitive. Ettlin, lorsqiron auginente 
la tension du HI en rapprochant la petite sphere /i du point a, elle execute 
des oscillations precipitees (trois a quatre par seconde ) suivant un petit arc 
a peu pres perpendiculaire a SA. Ces phenomenes s'accomplissent dans une 
zone dont repaisseur ne pa rait pas exceder -^^ de la charge sur le seuil du 
deversoirT et comprise entre le plan SA et la surface interieure de la nappe, 
espace qui se tt*ouve rempli par I'eau du renious d'avah 

En resume , on voit que les molecules liquides, dans Tetendue de cette 
zone, ne partlcipent pas an mouvenient de translation de la nappe, et la force 
qui les retient est telle, qu une sphere creuse en verre reniplie de grenailles 
de ploinb ayant ete brisee sur le talus SA, ces corps, malgre leur densitt* 
considerable, ne sont pas tomb^s, mais montaient et descendaient alternati- 
vement le plan incline (*). 



(*) Ces moiivements retrogrades font comprendre comment des herbes, ayant crii dans les jomts 

'9' 
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Suite des caracthres physiques des differentes nappes. — De ce qui 
precede, il resulte que les nappes liquides non libres doivent etre classees 
en deux categories tres-distinctes. Dans la premiere, qui a lieu pour les faibles 
charges, la nappe adhere reellement a la surface d'aval du barrage, et en suit 
le contour malgre les angles etlesaretes yives qu'il presente, extension remar- 
quable de la propriete observee par F. Savart (*) sur des veines issues 
d' orifices circulaireS en minces parois, et lancees contre des disques plans 
ou des cylindres : cctte propriete, se trouvant ainsi verifiee poui-jde larges 
nappes d'eau, peut etre appliquee a la disposition des roues hydrauliques et 
aux constructions exposees au choc, des courants liquides. Dans le second 
cas, au contraire, ce n'est plus Tadherence des nappes qui les empeche de 
couler librement, mais Taction de Ja force centrifuge due a la courbure 
inferieure de ces nappes. 

LorsqueTadherencese produit, la surface de la nappe, parfaitement polie 
et brillante, presente dans le sens de sa largeur, et un pen au-dessous de sa 
courbure superieure, des ondiilations verticales qui descendent jusqu'au pied 
du barrage, et qui ressemb}ent aux plis d'uhe draperie trop large qu'on 
aurait jetee sur cette nappe. Dans le second cas, au contraire, la surface 
liquide reprend le profil parabolique et ne presente plus d'oudulations 
transversales. Enfin, de chacune des extremites superieures des nappes non 
adherentes, part une sorte de pli ou de gouttiere qui, en arrivant yers le 



de digues en maconnerie, s*y maintiennent perpendiculaireroent an talus sous tin courant rapide: 
observation que j's^vais faite depuis plusieurs annees et qui s*est presentee sans doute k beaucoup 
d'autres personnes. 

(*) Annales de Chimic ctde Physique y 2's^riie, tome LI V, annee i833. Lorsque le choc a lieu 
contre un plan, la veine s\? epanouit dans tons les sens, et, s*i1 n'a qu^ine faible etendue, elle forme 
autour de lui une nappe mince dont les mouv^ments et la forme sont tres-remarquables : en faisant 
toml)er normalement sur un disque circulaire horizontal une veine animee d*une vitesse peu cosside- 
rable , Tillustre autenr de ces experiences a obtenu des nappes qui , douecs d'une sorte de retraclilile, 
revenaient surelles-memes jusqu*^ toucher la tige qui soutenait le disque, ainsi que Ic representc la 
fig. 1 3. Or, si Ton remarque que la face d*amont des barrages deversoirsetait, en definitive ^uo 
plan rencontre par un courant k faible vitesse, on reconnaitra Tanalogie qui existe entre nos nappes 
adherentes [fig.'^) et relies de F. Savart : le phenomine dont il s'agil etait done dd aux forces mole- 
culaires qui ppoduisaient la retractilite de ces dernieres; mais. il etait favorise, en outre, par la 
pesanteur et par la diminution de pression qui se produisait le long du talus superieur daburage. 
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radier d'aval, laisse ^chapper une aigrette divergente de couleur blanchatre, 
et composee d'une multitude de tres-petites gouttes d'eau. Entre ces deux 
sillons tres-etroits, le profil transversal superieur des nappes est rectiligne. 

Phenomene de la production de la bulle d'air, — Dans Tun comnie dans 
Tautre cas des nappes non libres, on pent en produire Tisolenient en placant 
dans le plan d'amont ou d'aval du barrage un corps solide, tel qu'une tige 
oylindrique, une regie, etc. Alors il se produit un son bus et sourdj eonuue 
celui qui a lieu lorsqu*ori enflaninie de la poudre a Tair libre, et la nappe se 
detache subitement; mais les deux cas precites presenteut encore des diffe- 
rences bien tranchees : c^r, dans celui de Fadherencej la nappe, une fois 
detachee, se maintient a cet etat, tandis que, dans Tautre casj le remous 
apportant sans cesse de Teau dans Tcspace eompris sous cette nappe, et la 
pression de la partie inferieure du courant sou tenant cette eau, elle arrive 
bientot a la hauteur du soinmet du barrage, et Fair iritroduit dans ropera^ 
tion precedente s'evanouit apres quelques oscillations , eiitraine par le 
courant. 

i"*. Moiwement de feau en amont du barrage, — On doit a Dubuat 
les premieres observations sur Tetat d'un cours d*eau barre perpendi- 
culaircinent a sa direction. M. Poncelet (*) et M. Belanger (**) ont donnu 
les foimutes generales du inouvement permanent d'oii Ton peut deduire 
toutes les circonstances du mouvement de Teau dans les canaux jusqu'it une 
certaine distance du barrage : ainsi, la question du remous, pour le cas 
simple qui nous occupe, doit etre regardee eomnje resolue. C'est pour- 
quoi nous nous attach erons particulierement a T etude des pheiiomenes 
importaiits qui s'accomplissent dans la partie du bief d*aniont contigue au 
barrage, 

Motwement des molecules liqmdeSy depuis le fond du courant jusqu an 
seuilda barrage^ dans la region oh se forme Ui veine contractce, — Dubuat, 
operant avec un barrage de o™, i i o de hauteur ^ a observe que les molecules 
liquids, sulvant son expression, mouvaient defond^ et que, arrivees a une 
petite distance du barrage, elles s'elevaient pour passer par-dessus sa crete. 



{*) Foit Ip Cours tir Alccn/iif/uc appUqu^i- du V^voic dc 3If^n, section VI. 
( ** ) IS'otes sar le Cours d'hydraulique fait 4 TEcole des Fonts el Chaussees. 
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L' importance de cette observation m^a engage a la repeter en augmentant la 
hauteyr du barrage. J ai employe a cet effet une boule de verre creuse 
de o"*,o2o de diametre,lestee avec des feuilles d'etain brillantes, de maniere 
a lui faire acquerir une densite gravimetrique egale a celle de Teau; cette 
petite sphere etait attachee par un fii blanc tres-delie a une tige mince. On 
enroulait le fil sur Teitremite de la tige, et Ton plongeait ainsi la sphere 
dans le courant jusqu'a ce qu'elle reposat sur le fond du canal ; alors on 
deroulait le fil en tournant la tige, puis, lorsqu'il etait deroule sur une lon- 
gueur suflisante, on faisait avancer la tige de facon que, le fil n'etant plus 
tendu, la sphere etait libre d'obeir a I'impulsion du liquide. Arrivee en un 
certain point d'autant plus eloigne du barrage que la charge etait plus consi- 
derable, cette sphere, qui a vait j usque-la glisse en ligne droite parallelement 
au fond, s'ebranlait un pen a droite et a gauche, puis s'elevait lentement 
jusqu'a ce qu'elle eut atteiiit une position d'oii elle se precipitait vers la crete 
du barrage par une route oblique. La courbe A'B'S (^g'.6),suivife dansces 
mouvements, ressemble a une hyperbole dont une asymptote serait parallele 
au fond du canal , courbe d'autant plus ouverte que la charge est plus forte 
et que les molecules considerees appartiennent a une portion du courant 
moins eloignee de la surface. 

Enfin, nous signalerons une autre circonstance du mouvement ascen- 
sionnel des particules liquides vers le sommet du barrage^ savoir : que, sur 
une faible partie de la longueur du deversoir a partir des parois laterales du 
canal , les particules venant du fond, au lieu de cheminer, comme les autres, 
dans des plans verticaux, obliquent, en s'eievant^ vers les angles de rorifice, 
circonstance qui provient de la tendance des filets lateraux qui viennent 
rencontrer le barrage, a se replier pour s'appliquer contre les parois du 
canal. - 

Remous d'amont et d'aval au pied du barrage, — La courbe decrite par 
les corps partant du fond laissant en dessous d'elle un espace angulaire, il 
etait naturel de penser que cet espace etait rempli par un remous tourbiUon. 
EfFectivement, en ne rendant la petite sphere libre que dans cet angle, on la 
voyait s'elever, en decrivant une courbe a double courbure, vers un point 
dont la hauteur ne depassait guere la moitie de celle du barrage, point a 
partir duquel elle etait renvoyee vers le fond par uh mouvement giratoire a 
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petite vitesse (*). Le meme appareil, etant introdpit dans V angle inferieiir 
d'aval, accuse egalement, dans le cas des nappes non adherentes, la presence 
d'un tourbillon analogue au premier, mais de sens contrair6 et a vitesse plus 
grande : de sorte que le barrage se trouve place entre deux tourbillons. II 
en resulte pour les ingenieurs Tobligation de proteger par des constructions 
defensives le pied des barrages permanents. 

Proprietes fondamentales des tubes immerges en amont du barrage. — 
Nous arrivons maintenant a uiie qtiestion diflicile et de la plus haute impor- 
tance pour I'etude de recoiilement des ttiiides, coiisideree au point de vue 
le plus general. 

Obsermtion de AL Bidone. — M, Bidone ayant plonge dansle plan MIN 
{fig^ lo) d'uH deversoir aiimehte par un catial horizontal roiiverture in- 
ferieure a, d'un tube recourbe abc^ a remarque qu'en quelque point de la 
section qu'on placaf ce tube, Teau s'y elevait au niveau de la surface dan;^ 
le canal, pris a Tendroit oil cette surface, selon les expressions de Fanteur, 
c< n'ayant phis de courbure sensible, pent etre regardee comme plane et 
w horizonti^le (**}. u M. Bidone a en outre propose d'appliquer cette pro- 
priete a la mesure des charges, et de calculer la depense des deversoirs, en 
niettant pour H dans la fomiule ordinaire 

Q=mLHs/^H, 

la hauteur MS du sommet O de la colonne llquide dans le tube recourbe, 
au-dessus de la crete S du barrage. 

Lenivellement d'une surface liquide etant fort difficile lorsqu^il doit etre 
fait avec exactitude, et cette operation pouvant meme devenir im])ossible 
s'il s'eleve un vent, meme lei^er, qui fasse onduler la siurface, le moyen pro- 
pose par M. Bidone est susceptible d'utilite pratique. Mais, tel qu'il a ete 



(^) C^e remou5 n'occasionne point, comme il paraitrait natiirel dele penser, le depot dts particules 
terreuses; ce dep6t s*arr^te, au conlraire, sous la courbe A' B' S [fig. 6), k une faible distance du 
pied du barrage, et tout Tintervalle nh est nettoye par le tourbillon , qui repousse en quelque sorte 
les particules solides et eleve celles qui penetrent dans cet intervalle jusqu*^ une hauteur ou elles sont 
entrainees vers la cr^te du deversoir. 

(**) M^moires de I' Academic de Turin, tomeXXVHI, annee i8i4* 



1 52 Ml^MOIRE 

presents par I'auteur, il perdrait en partie ses avantages, puisqu'il feudrait 
encore determiner la hauteur de la colonne du tube au-dessus du sommet 
du barrage, ee qui supposerait la fixation de ce. tube au milieu du cfourant 
licjuide, et Temploi d'un niveau a buile d'air. En outre, le choc de ce courant 
contre Torifice du tube, les deviations des filets qui s*y produisent, et les 
phenomenes de communication laterale du mouvement qui en sont la conse- 
quence, devaient etre autant de causes d'incertitude d*autant plus difficiles a 
apprecier dans Fexperience dont il s'agit, que Tauteur ne parait pas avoir 
tenu compte des efFets de la capillarite dans ie tube qu*il a employe, et dont 
il ne donne pas le diametre. 

Ohsen^ations nouvelles. — Pour faire disparaitre en partie ces inconve- 
nients, j'ai d'abord insere la branche horizontale d'un tube recourbe dans 
le barrage lui-m^me, de facon que son orifice d' entree correspondait a Tangle 
mort d'amont, oil les eaux sont seulement remuees par le tourbiUon men- 
tionne precedemment. La colonne liquide s'etant elevee dans la branche 
verticale de ce tube, un peu plus haut que la surface liquide dans le bief ali- 
mentaire, il en resulterait evidemment qu'un tube droit TT' {Jig. 9), plonge 
en amont du barrage, et ouvert aux deux extremites, devait fburnir les 
memes indications. Des lors, la question d' usage etait debarrassee de tous les 
obstacles materiels inherents au procede de M. Bidone, puisqu'il sufBsait 
d'appliquer vetticalement contre la paroi d'amont du deversoir ce tube^ et 
qu'on pouvait m6me le laisser s'appuyer contre le fond du canal, pourvu 
qu'il y eut a sa partie inferieure une echancrure quelconque par oil Teau 
put s'introduire : en outre, la colonne d'eau se trouvant appliquee contre la 
Crete du deversoir, on pouvait immediatement mesurer sa hauteur au-dessus 
de qette crete, et Ton etait dispense de toute installation. 

Cette nouvelle propriete pouvant foumir un moyen aussi simple que fecile 
de mesurer les charges du deversoir, si toutefois la colonne du tube indiquait 
ces charges, soit directement, soit par une relation simple, et sa connais- 
sance devant, dans tous les cas, augmenter les notions importantes de 
THydraulique physique, j'en ai fait tine etude attentive qui ni'a conduit 
aux resultats suivants : 

i'^. Dans tous les points de la largeur du barrage, la colonne liquide 
s'eleve a lameme hauteur, excepte lorsque le tube n'est plus qu'a quelques 
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milliinetres de la parol verticale du canal ;. il s y produit alors une depression. 

2**. Si I'on fait mouvoir le tube droit de ba3 en haut, on n'observe point 
de variation dans la hauteur de la colonne qu'il contient ; mais lorsque son 
extremite inferieure n'est plus qu'a quelques centimetres de la crete S du 
barrage, cette colonne execute des oscillations dont Tamplitude augmente 
a inesure que le tube $>'eleve : enfin, a T instant oil son extremite inferieure 
depasse la crete dii barrage, ils'y produit une depression considerable, 

S**. Uii tube droit, feriutS a la lainpe a son extremite inferieure ^ perce 
lateraleinent d*uii tres-[>etit trou et plonge contre la face d'amont du bar- 
rage, fburnit les memes indications que le precedent, dequelque ake que ion 
itntrnv le petit orifice; niais les osriUations sont plus lentes. 

^^. Un tube recourbe ahc {fig. 1 1), applique contre le plan d'aniont du 
barrage, doinie egalement une colonne de meme hauteur, deduction faite, 
s'il y a lieu, de F influence differente de la capillar! te. 

S**. La colonne liquide sonlevee dans le tube droit precite, s'eleve sensi- 
blenient (*) l\ la meme lianteur al>soluc, a quelque distance du deversoir que 
Ton plonge ce tube, dans la region comprise entre la face d am out du 
barrage et Torigine de la nappe. En ce point, il se manifeste dans la meme co- 
lonne une legere depression provenant du mouvement des Blets fluides en 
dessous de la base horizontale du tube. 

(y. Quelle est, maintenant, la hauteur que les tubes indicjuent.^ Ftuit-il 
eonclure des paroles de M. Bidone que c'est, en general ^ celle du point ou 
la surface des eaux d^amont est horizontale, et donneraient-ils la chute totale 
de lasiirface jusqu'att barrage? Dans le cas contiaire, quelle est la difference 
entre cette chute et celle indiquee par le tube? 

Cofifparaison des hauteurs indiquees par les tubes avev eelles de la sur- 
face horizontale dans le riserwir d'amont. — Pour mVelairer a cet egard, 
j a! place surle fond du canal un tuyau en bois a section carree de o"\o4o de 
4*6te interieuFj avant mm*' longueur de 4-^ 'i'**'^^'^''^ ahmitlssant. dune part, a 
la partie du grand reservoir d*amont oil I'eau etait sans mouvement appre- 



(*) On conceit que les oscillations de la colonne hydrostatique , quelque peu etendues qu'elles 
dissent 9 ne permettaient pas d'apprecier rigoureusement une variation de hauteur de quelques 
dixiemes de millimetre. 

XXXIW Cahier. 20 
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ciable, d' autre part a un barrage vertical de d^^a^^S de hauteur, qui en fer- 
mait rextremite. En ce point, j'ai fait penetrer dans ce tuyau un tube droit 
vertical, oil I'eau se relevait necessairement a la hauteur du niveau dans le 
reservoir; un autre tube droit, mais libre, et de m6me diametre, etait place 
<;ontre le premier. En retranchant des hauteurs de la colonne liquide dans 
ces tubes eelle du menisque capillaire, j'ai obtenu les resultats suivants : 

Tableau N° H. 



HACTEUR, 

tQ-deMU* da Mmmet da barrage, 


diffiSrences. 


da ulteto dau le r*«er- 
▼otr lap^riear. 


tube Itbre. 


m 
o,i3ao 

o,i6go 
o,a3(;o 


o.iaoS 
0,i3oo 
0,1610 
o/iai5 


m 
0,00lf> 

o«oo4o 
6080 
0.0175 



Les differences inscrites dans ce tableau, qui croissent avec la Vitesse dans 
le canal, expriment la chute totale de la surface depuis le reservoir jusqu'au 
point oil la hauteur de cette surface est celle indiquee par le tube libre. Mais 
qqel est definitivement ce point? comment doit-on le caracteriser? G'est dans 
Tetude circonstariciee et rigoureuse du profil et des transformations succes- 
sives de la surface liquide, que j'ai cherche^ en definitive, la solution de cette 
question fondamentale. 

Etude du profil et des depressions de la surface liquide en amont du bar- 
rage. — A cet effet, j'ai fait construire un appareil compose : i** d'une augeen 
ch^ne, qu'pn etablissait, horizontalement et parallelement a I'axe longitudi- 
nal du canal, sur quiitre traverses en chene de fort equarrissage ; le fond abed 
{fig. 1 2) de cette auge etait rempli de mercure ; a^'d'uneferrure efghi, posee 
sur les bords de I'auge par Tintermediaire de trois vis calantes i^pV; la por- 
tion superieure /«• de cette ferrure parte, vers son centre, une pointe k; la 
branche verticale e/ est graduee et disposee en coulisse pour laisser glisser 
verticalement et maintenir a une hauteur quelconque, au moyen d'une visde 
pression /, un curseur muni d'un ecrou w, dans lequel tourne une vis micro- 
metrique Vj, armee inferieurement d'une longue pointe Sj et dont le pas est 
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de o"",©©!; la branche posterieure gh de la meme ferrure se retourne 
liorizontalement pour porter un contre-poids/?. La pointe A* affleurait con- 
stamment la surface du mereure, et la branche efiXml en meme temps dispo- 
see verticalement an moyen des vis calantes vv v'^ par Tobservateur, guide 
dans cette operation soit par un fil a plomb, soit par un niveau a bulle d'air 
jjose svuyg^ dans deux sens a peu pres perpendiculaires entreeux; enlin la 
pointe ,v de la vis nijrrometi'ique etait amenee, pour ehaque station de cet 
equipage mobile, au contact de la surface de la nappe, contact facile a eta- 
lilir a cause des rides qii'il detennine. J'ai pu ainsi obtenjr, a moins d'un 
di\icnie de millimetre, les differences de niveau d\in nonibre soffisant de 
points de la siirfaee liquide sur une longueur dVnviron a"*, 80 a partir ciu 
-seuildu devei'soir. D'apres les cotes resultant de ce nlvellement, j'ai constrnit 
graphiquenient les profils des nappes, en prenant les abscisses horizontales, on 
distances au seuil, a rechelle de ^ , et les ordonnees a celle de cinq fois lenr 
veritable grandeur; de sorte que les courbes tracees representaient les dit- 
ferentes inflexions des nappes avec un grossissement de vingt fois, Avant de 
rapporter lesresultats de cette etude, nous inscrivons dans le tixbleau sui- 
vant cenx du niveilement : toutes les dimensions y sont exprimees en rnilli- 
metres, et les charges indiquees sont celles qui etaient fburnies par un t(jl>e 
droit plonge con t re la face d'amont du barrage. 

La premiere colonne de ce tableau indique les numcros des profits, dont 
les cotes sont rangees horizoatalenient a lii suite sur deux lignes, la premiere 
con tenant la distance de ehaque point au seuil du deversoir, et la second e 
les hauteurii respectives de ces points au-dessus du meme seuil. Les charges 
tuirrespondantes a ehaque profil et donnces pai^ le tube sont dans fa dernirre 
colonne, marquee (T). Nous observerons enfin que le ])rofiI n" 5 a ete 
obtenu, non pas avec Tappareil a merciire, mais aver une coulisse en bois 
tcrminee par une pointe et glissant le long d'lnie grande regie en sapin; 
anssi ce profil est-il moins exact que les precedents, et nous avons \\v 
oblige de le rectifier par la construction graphique. 
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Tableau N» III. 


I 




i65 


ii3 

.120 


^•3 
ia3,8 


3i3 
ia5,7 


41) 
ia6,6 


5i3 
126,9 


8i3 
137,3 


i3i3 
ia7,7 


» 


n 
1600 

i9».» 


23i3 
««7»9 


n 
n 


128 


Nappe Ubre. 


a 




162,8 


100 
178,4 


aoo 

»84,5 


3oo 

»8: 


400 
188,4 


5oo 
189, » 


600 
189,6 


800 
iQD.a 


1000 
'90,6 


i3oo 
'90,9 


aioo 
'9' ,9 


a83o 
'92,7 


195,2 


Nappe libn. 


3 



i36 


ti3 
154,3 


ai3 
160 


3f3 
1^3,3 


4.3 
164,1 


6i3 
iG6,i 


8i3 
i66,3 


i3i3 
i6f>,5 


i8i3 
"66,7 


It 
n 


n 
n 


a8i3 
iQ5,3 


169 


Nappe noyie n de*- 
aous. 


4 




•si 




ao8,i 


MO 

aai.i 


4ao 
aa7;6 


6ao 
a3o,a 


8ao 
33o,6 


i3ao 

23l,I 


i9ao 
23i,4 


n 

It 


» 
It 


a8oo 
23i,a 


235,2 


Nappe Boyie en de>- 
•ow. 


5 





100. 
»39,7 


300 
a49.a 


3oo 
a55 


400 
«58,4 


5oo 
259,8 


700 
261,1 


900 
261 


IIOO 

a6a,5 


i335 
a6a,8 


t8a3 
a6J,3 


n 
It 


266 

(T) 


Nappe aoytendef- 



En construisant, comme nous Tavons indique plus haut^ ces profils, et 
particulierement ceux qui se rapportent aux nappes libres, on reconnaitra 
r existence des trois parties principales precedemment signalees, savoir, a 
partir du barrage : 1® uiie courbure convexe tres-prononcee ; a® une portion 
sensiblement rectiligne^ 3° le commencement du remous de Dubuat. L'ori- 
gine d'amont de la deuxienie portion est evidemment celle de la nappe du 
deversoir ; car il s'opere encet endroit un changement de pente remarquable, 
constate dans le tableau suivant : 



Tableau N« IV. 



num£ros 


CHARGE H 


pENTE 


PENTE 


del 
proflli. 


■ar 


de 

la partie lenslblement 

rectlllgDe. 


diatemeal ea amoat 

de 
I'orlvloe de la nappe. 


1 


128 


iVnr 


-HtToT 


a 


195,2 


1 

•TT 


-^^ 


3 


'69 


I»e6 


-r^n 


4 


a35,2 


tiVt 


-nW(*) 


5 


a66 


UA» 


n 


(*) Ces deiix re^altats provieooent sans doute de ce que le profil du remoaal 


tournait sa coDvexite vers le fond du canal dans le cas des nappes non libfe». 1 



On se rappellera que notre canal etait incline a ^-^. M. Bidone, operant 
dans un canal horizontal, a releve, en les tracant sur les parois, les proBls de 
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six nappes liquides; deux de cesprofils, correspondant a des charges de 
o"',o744 ^^ 0^5^947 7 se prolongent un peu au dela du point que nousregar- 
dons comme Torigine des nappes : il en resulterait qu'en cet endroit la sur- 
face liquide etait sensiblement horizontale, tandis qu*elle prenait, immedia- 
tement en aval, une pente egale, respectivement, k j^ et j^. 

Remarquons main tenant que, dans nos observations, la surface du remons 
etait en contre-pente par rapport au fond du canal ; le profil n** 2 presente 
seal nne exception qui pent provenir, soit d'une tres-Icgere erreiir dans la 
cote du nivellement du dernier point, soit de ce que la pente du fond du 
canal se trouvait un peu modifiee par le j^oiiflenient des hois on un glisse- 
inent accidentel des coins qui le supportent en cet endroit. On salt d'ailleurs 
que Dubuatj dans un canal incline k j|^ et pour une charge de o",o8(> sur 
le seuil du devei'soir, a trouve que la surface liquide s'elevait, par rajjport 
a 11 fond, jusqu'a une distance de 1^,624 du barrage. Nous devons done ad- 
niettre que, dans les canaux inclines, les filets superieurs vont en divergeant, 
par rapport aux filets inferieurs, jusqu'a Forigine de la nappe. 

Gela pose, considerant, dans la region comprise entre la section qui passe 
par cette origine et le barrage, les mouvements des molecules qui viennent du 
fond dn canal, je rappellerai que ces partieules commencent, a une assez 
grande distance du dcversoir, as'elever vers la region superieure, mais tres- 
lentenient, en decrivant une courbe en quelque sorte asymptotique au fond 
du canal, puis que, arrivees a proximite du barrage, leur mouvement s'acce- 
lererapidement, la courbure de leur trajectoire augmente, a peu pres comme 
celle d'une hyperbole dans le voisinage de son sommet, et que bientot elles 
se precipitent versle seuil du deversoir. La nature de la premiere partie de 
cette trajectoire et la necessite de T observer en regardant obliquement de haut 
enbas, rendentbien difficile, pour ne pas dire impossible, la determination 
exacte du point oil commence le mouvement ascensionnel des partieules 
liquides; aussi n'oserais-je pas affirmer que ce point correspond verticalement 
a Torigine de la nappe du deversoir, quoique cette circonstance m'ait paru 
avoir lieu. D'un autre cote, en comparant la courbe dont il s'agit, dans la 
partie oil elle pent etre facilement observee, au profil superieur de la 
nappe, on remarque, entre ces deux courbes, jusqu'a une faible distance 
du barrage, une analogic telle, qu'il semble que la trajectoire inferieure 
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reproduise la superieure renversee; et la meme analogie.a lieu, d'une ma- 
niere plus frappante encore^ entre les accelerations de vitesse sur ces deux 
eourbes. II en resulte, non pas la certitude, mais une trefr-grande probabilite 
qu'elles ont leur origine dans la meme section du canaf : c*est pourquoi nous 
nommerons section initiale de la yeine liquide, celle oil commence la -depres- 
sion de la surface superieure du courant ; et nous croyons pouvoir admettre 
qu'a partir de cette section, les routes suivies par les particules fluides com- 
mencent a converger entre elles, apres avoir ete paralleles ou divergentes, 
c'est-a-dire la regarder comme de lieu du paraUelisme momentane des 
Jilets {*) liquides. 

Comparons maintenant les charges indiquees par le tube hydrostatique 
aux resultats du nivellement des nappes. 

Tableau N" V. 



NUM^ROS 

des 
proflU. 


HAUTEUR 

de rorlfine de la nappe 

ao-deMiis 
dn seull do dirersolr. 


CHARGE 

•ar le seull du diTenolr 

indiqute 

par le tube. 


DIFFERENCE 

entre 
ces hauteurs. 


, DISTANCE 

horiionlale de la lectioa 

tuitlale 
au Mull dn dAfersotr. 


3 
'i 

4 


•66,7 
23i,4 


128 

•68.7 
195,2 
235,2 


0,3 
a,o 
3,3 
3,8 


m 
. 1.3.3 

i.8i3 

a, 100 



On voit que le sommet de la colonne liquide s'eleve dans le tube un peu 
au-dessus de celui de la section initiale de la veine; ce resultat, qui nepour* 
rait avoir lieus'il s'agissait d'uu orifice alimente immediatement par un grand 
reservoir a surface libre et horizontale, peut etre attribue ici a la quantite de 
mouvement deja acquise par les particules liquides lorsqu' elles atteignent la 
section initiale des nappes. Dans ces experiences, en effet, la hauteur du 
barrage etait de o'",328 seulement, et si Ton calcule la depense de rorifiee 



(*) En employant cette expression si usitee de filets, nous ne lui attribuons d*autre signification 
que celle de la direction du mouvement de translation des particules fluides parties d'un meme point. 
Nous pensons m^me qu'il est difficile de concevoir une masse fluide en mouvement, comme composee 
de particules ranges ainsi par files et soumises a des forces interieures, sans que Tinegalite des 
vitesses de translation de deux files, voisines, detruisant Tequilibre de ces forccfs, n*eDgendre des 
mouvements oscillatoires continuels de part et d'autre de la route rooyenne que Ton appelle filet. 
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au moyen de la formule qui sera donnee plus loin, on verra que la hauteur 
due a la vitesse moyenne dans la section precitee etait plus grande que Texces 
de hauteur qui nous occupe, niais d'une faible quantite croissdnte avec la 
meme vitesse pour un etat determine de la nappe. Gette difference constitue 
une veritable perte de chute due a la resistance des parois du canal, ou a ce 
que Ton est convenu d'appeler, mais improprement, le frottement du 
liquide : aussi, quoique Texces J'de la charge H fournie par le tube hydro- 
statique sur la hauteur du sonimet de la nappe, au-dessus du seuil do dever^ 
soir, augmente avec cette charge, raugmentation se ralentit a mesure que H 

devient plus grande, de sorte que Texces proportiormel ^ ne pa rait pas de- 
voir s*elever au dela de ^ pour les plus gnmdes charges employees dans la 
pratique. 

Quail t a la distance de la section initiate au barrage, les resultats prece- 
dents montrent que, pour un meme etat de la nappe, elle augmente avec la 
charge, et qu'a egalite de valeur de celle-ci, elle est plus grande pour les 
nappes libies que pour cellesqui sont noyees en dessous. 

Obseivation generale, — Avant de passer a un autre sujet, tiou^ ferous 
remarquer que les resultats precedemment enonces de nos observations 
relatives aux tubes hydrostatiques ne perniettent pas de douter qu'ilssoient 
dus aux pressions interieures du mi lieu fluide, qui ont lieu dans la region 
comprise entre le barrage et la section iiiitiale de la veine; les mouvements 
qui peuvent se prod aire contre 1' entree des tubes ne sauraient fitre i egardej^ 
que comme une influence perturbatrice susceptible de produire des oscilla- 
tions dans la colonne liquide, ou meme seulement de modifier (*) la perin- 



(*) En considerant que les oscillations dont il s'agtt se pmduisent dans un lube, ferme a la pariii^ 
infcrieure, et perce lateniJement d'un tra petit orifice, de i(uelque cuce que Tdn tiiuroe ctUii-ei, or* 
est porte a Icur attribuer une autre cause que les morivejneuis devialoires iles pari irii les vufsines, 
Cornme, d'ajlleurs, la surface lirjuide , dans le reservoir attnientarrecramont, ctait calmt*, bon/.oniak 
et entreienue k un niveau constant, on se trouveainsi conduit a I'idee d'une certaine periodicitc dani* 
ies pressions et les vitesses d'ccoulement , <lue aux phenomenes qui accompas^nent la formaUon dc fa 
veine. Cette question a etc soulevee pnur la premit-re Tois par F. Savart^ a IVrasion de ses bellc:* 
experiences iur la constitution des veiues I iuu-ees par an orifice circulaire : les renfleraents junulaires 
qu'il a observes le long de la premiere par tie du jet liquide jusqu'a une faible distance de l^jrifice, et 
le son qui rcsuUc du choc de ces reoflements contre une membrane tendue, ont mruluit cf plminen 
a admettre la periodtcite des vitesses, d'autant plus que ccs renflemcnis se nianifestent ej^alenicn: dans 
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dicite de ces oscillations , qui sont d'ailleurs a peioe sensibles sous les petites 
charges, croissent avec la vitesse du courant, mais restent toujours faibles 
quand I'air ambiant n'est pas fortement agite par un vent d'amont ou 
d'aval. 

Examen du rapport entre les charges indiquees par le tube hydrostaJtique 
et les epaisseurs des nappes mesurees dans le plan vertical de la crete du 
barrage. , 

Nous designerons les charges par H et les epaisseurs dont il s'agit par e, 
Dans les experiences executees en i846, afin d'arriver promptement a une 
approximation pratique, j'avais fait quelques observations sur deux barrages 
de hauteurs et de largeurs differentes, observations dont les resultats, peu 

difFerentsentreeux,m'avaientdonne,enmoyenne, — = i ,ao pour le casdes 

nappes libres. J'avais reconnu en outre que, dans les autres cas, ce rapport 
variait avec la charge trop notablenient pour qu'il fut permis d' adopter une 
valeur moyenne. Mais les observations relatives aux nappes libres ne s'eten- 
dant que jusqu'a la charge de o"", 121, j'ai cru devoir profiter des nouvelles 
facilites qui m'etaient donnees en 1847 P^*^'' reprendre et completer ces 
observations. Apres avoir opere avec trois barrages de o",900 de largeur 
et de hauteurs differentes, comme je ne pouvais obtenir des nappes libres 
sous de tres-fortes charges a cause du remous tonne au pied du barrage, 
j'ai etabli, dails la derniere partie du canal d'experiences et suivant lememe 

le vide et lorsque la parol de I'orifice est souteniie par un corps solide, ce qui ne |)ermet pas de les 
artribuer , soit <i la resistance de Tair, soit aux vibrations excitees par le frottement du conrant contrc 
les bords de rorifice. 

Nous ajouterons que n6ns avons souvent observe dans la hauteur du sommct des jets d'eau des 
variations sensibles paraissant assujelties a une loi de pcriodicite. De plus, en nous placant assex loin 
d\ine grande digue pour eviter le trouble produit dans la perception des sons par le fracas de la chute, 
nous avons toujours observe dans leur intensite une serie d^accroissenients et d'afTaiblissements 
snccessifs tres-distincts. Cette observation a ete repetee^ differentes epoques de Tannee, et lorsque 
TatniOsphere etait assez calme pour ne pasagiter les fetiilles ou les plus petites branches des arbres; 
mais elle ne saurait etre prise pour base, non phis que celle qui concerne les jets dVau , avant d'avoir 
^te reproduite dans des experiences speciales ou Ton aurait employe toutes les precautions necessaires 
pour etablir une alimentation parfaitement uniforme des orifices, et nous ne les citons que pour 
iippeler Tattention sur un sujel dont rlmporlance est facile a reconnaitre. 
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axe, iin canal interieur de o^jyoo de largeur et de 7 metres de long, a 
Textremite duquel j'ai place an barrage de 0*^,252 de hauteur, qui ^ersait 
Teau librement dans Tatmosphere. Les resultats de ces diverses experiences 
ont ete representes graphiquement avec le plus grand soin et au moyen 
d'une equerre et d'une regie en cuivre graduees, avec verniers. lia branche 
de 1' equerre evidee qui se dispose perpendiculairement a la regie est munie 
d'un curseur portant nne petite vis terminee par une pointe trcs-fine; en 
tournant nil pen la vis, on marquait sur le papier, bien tendu^ tin point dont 

1 abseisse etaitHetTordonnee -- Lescourbesdetenninees par ces points poiii' 

uii int'nie barrage ressemblent a des hyperluiles equilateres dont une asymp* 
tote sera it parallele a Taxe des abscisses, resultat analogue a celiii qui a ete 
oliteiiu par MM, Poncelet et Lesbros pour uri deversoir avec contract iou 
laterale complete. Ces courbes etant tracees, je m'en *suis servi pour 
composer te tableau suivant : 



Tableau N^ Vt. 







\ ALELKs 




r:ilAK(it 




puur \gs nappes Mhfes ei doi 
Jeii hfl«Umr« son I : 


l>at-iii£;L<« dont 


sur 








'j5'j 


i2fl 


4^0 


5j8 


: 


(») 


i^\ 


iV 


■ (4'i 


25 


1 ,ir>: 


H 


4* 


i.lto 


U 


J J3q 


tt 


*t 


1 /285 


40 


i.ti83 


it 


1 Jj" 


1,35-3 


5^ 


i,t*6o 


tt 


* ,'i8 i 


i/jtae 


6(^ 


i.q3^ 


< .^3 


i,-i4^j 


i.^ti 


7" 


1 .n^ 


ia%b 


i.uSi 


r ,ao5 


Hu 


J ,'MCf 


k,i3'j 


1 ,g'a:i 


1 /JCHk 


m 


1 t^E^ 


i,:ia8 


i.:3ia 


r .ttj*^ 


100 


t tM^ 


1 /^3J 


1.3.7 


''"-r* 


120 


i^aur* 


1 ,'jat 


J, 31a 


'.'<r 


i4m 


1,10^ 


1,316 


i .^j.06 


« 


160 


t^m 


" 


1 ,irn 


*r 


i8t> 


i.igCi 


i# 


r^itjri 
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^DiD 


j,ij>j 




i,»9' 
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i5o 


i,i6f) 
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U^^ 


tt 
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i.iSi 
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tt 
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j.iSo 
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tt 


ft 



XXXIW Ca flier. 
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On voit que le rapport dont il s*agit diminue toujours quand la charge 

H ' 
augmente ; en outre, la comparaison des valeurs de — , comprises dans les 

colonnes (a), (3) et (4), 6t correspondantes a une meme charge, montre que 
ce rapport varie en sens inverse de la hauteur du barrage pour une meme 
largeur. Cela pose, la comparaison de la colonne (i) avec les autres prouve 

que — n'est pas tout a fait independant de la largeur du barrage : ainsi, a la 

rigueur, ce rapport varie avec tous les elements de Fecoulemeut des nappes; 
mais, au point de vue pratique, et en exceptant le cas des tres-petites 
charges, ces variations ont bien peu d'importance. En effet, la^argeH 

variant de o°',ioo a o",4oo, le rapport ~ a diminue de moins de ^^ : 

quant a Tinfluence de la hauteur du barrage, qui tient encore probablement 
aux mouvements des particules liquides venant du fond du canal, deja pour 
la charge de o™,i2, cette hauteur augmentant de 6", 3^5 a o",5i8, le 
rapport en question n'a diminue que de ^ environ. Enfin, dans quelques 
experiences de M. Castel, relatives a des charges comprises entre o",o3 
et o"*,o8 inclusivement et pour une meme hauteur 0^,17 du barrage, la 

H 
largeur de celui-ci ayant varie de i a 2,o5 (*), la valeur moyenne de -n*a 

augmente que de j^. Passant maintenant au cas des nappes noyees en 
dessous, nous inscrivons dans le tableau suivant les resultats obtenus dansle 
canal ordinaire de o"*,90o de largeur : 



(*) M^moires de I'Aeadimie de Toulouse , tome IV, annee 1837. 
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Tableau N« VII. 





valklh^ 




1 


CHARGE 


H i 




doJtit I0& hAuieiirs son I : 














^aS 


:t:i^. 


4iO 
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i.*8:j 


«* 




^4^ 
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'.^7'> 


n^t 




j5tt 


1 /i5?. 


1 ,3fif; 


i,a>i 




rr» 


i.Qfio 


i.-a^ 


^aj' 




liki 


l,23<i 


».a45 


i,a54 




aim 


1 ,rj5 


1 ,3Vj 


^aj' 




aio 


t/116 


i.aal 


** 1 




■40 


i,AiS 


^,a«5 


w 




*ifif> 


1 ,'JUX 


J at*& 


M 




i8u 


* , tya 


i /2^>1 


*l 




3oo 


" 


1 , ir^ 


i. 





1/ influence de la liautenr dn ban age est aussi failile que jionr !e cas des 
nappes libres, niais se manifeste ici en sens inverse. Qnant a ceile de la 
eharge H, elle s'exerce dans le iiieme sens, et I on voit que, toutes 
t^lioses etant egales d'aillenrs, la ehute a la surface est plus petite fiour 
les nappes libres que pour les autres jusqu'aux charges approchant de 
o",3oo- 

La conti^adietioii qui parait exister entitles deux resultats inverses relatifs 

H 
a rinfluence de la hauteur du barrage sur le rapport - , disparait lorsque Ton 

observe que Taction du niouvement ascensionnel des jsarticules se precipi- 
tant du fond du canal, €jui existe aussi bien dans le second cas que dans cehn 
des nappes libres, est accompagnee, quand les najipes sont noyees en 
dessousj d'une autre inihience, ceJle de lapressionexercee egalenient debas 
en haut sur la nappe par le remous d'aval, pression qui doit etre d'autant plus 
grande que le sommet du barrage, tout etant egal d'ailleurs, s'abaisse davan- 
tage au-dessous du niveau qu'atteindraient naturelleinent les eaux de ce 
remous sous la pression de la partie inferieure de la nappe. 
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CALCUL D(J DEBIT DES BARRAGES DEVERSOIRS. 

Des for mules proposees jusquici pour le calcul des depenses d'eau 

fakes par les deversoirs. 

Dubuat, considerant la section liquide d'un deversoir comme un orifice 
rectangulaire complet, compose de tranches horizontales infiniment minces, 
a chacune desquelles il appliquait la formule de Torricelli, avait obtenu 
I'expression suivante de la depense theorique des deversoirs (*) : 

dans laquelle nous representons par H la hauteur du niveau horizontal dans 
le reservoir au-dessus du seuil, et par h celle du meme niveau au-dessiisdu 
soinmet de cet orifice, c'est-a-dire la depression totale de la nappe. Ayant 
deduit de plusieurs experiences sur des deversoirs avec contraction laterale, 
que la formule precedente en representait assez bien les resultats lorsqu'ony 
supposait A = I H, Dubuat en conclut 

Q = o43i LHy/^TH. 

Le meme auteur propose ensuite, au sujet des deversoirs ou barrages 
alimentespar un canal de meme largeur L (**), de calculer la depense.... 
a en supposant la section du deversoir egale a sa largeur multipliee par la 
» hauteur entiere de la charge d'eau..., j) ce qui conduit a la formule 
theorique tres-simple 



(1) Q = LHv/^, 

qui a ete generalement employee jusqu'a present dans tous les cas. Malheu- 
reusement, la determination des coefficients a appliquer a cette formule en 



(*) Principes d'Hfdraulique^ partiel, n° 142. 
(*•) Memeouvrage, partieU, n*»4^2. 
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complique singulierement Tusage. En efFet, si Ton considere d'abord le cas 
oil Torifice est aliniente par un reservoir a grande section, on voit que la 
disposition de Tun quelconque des trois cotes de cet orifice, par rapport a 
la paroi correspondante du reservoir, doit, jusqu'a une certaine limite 
d'eloignement, influer sur la depense, en modifiant la courbure des filets 
liquides dont la formule he tient pas conipte ; Tinfluence de la charge n'y est 
qu'iniparfaitement representee, comme ('experience Fa appris, et on le 
concoit d'ailleurs a priori en remarquant : i*^ que la vitesse d'ecoulenient 
doit dependre surtout de la chute a la surface de la noppe^ et que, pour 
une menie charge, cette chute varie; a" que les partioules hquides tombeut 
du reservoir dans I'espece de gouttiere forniee par la nappe en aTuont de 
r orifice, dans deux sens. Tun longitudinal, Tautre transversal an courant 
centraL 

Lorsque le deversoir est alimente par un canal de meme largeur, les 
pbenomenes se siniplifient, et la dilliculte des contractions laternles disparatt ; 
niais il s'en introduit une nouvellcj riiifluence des vitesses acqulses par les 
paj ticules fluides dans le bief dVamont. I.e premier auteur qui se soit inquiete 
de cette influence, Dubuat, prescrit d'ajouter... « a la charge d'eau appa- 
n rente>.* » sur le seuil de rorifice,., « la hauteur due a la vitesse de Teau 
w immediatement au-dessus du deversoir,.,. ^j II entendait sans doute par 
cette derni ere expression Tendroit oii il nicsurait la charge. 

M, VVeisbacti (*) critique cette regie; et, decoinposant roiifice LH en 
tranches infiniment minces a chacune desquelles il I'applique, niais en 
employant la vitesse moyenne U dans la section correspondante, il obtient 
la formule 

Enfin, suivant M. Belanger (**), en designant par ^ la vitesse des particules 
liquides a la surface du courant immediatement en amont de Tendroit oil 
Ton mesure H, endroit qu'aucun auteur n'a d'ailleurs exactement precise, 



(*) JUgemeine Maschinen^Encyclopcedie ^ tome I, article Aosfloss (Leipzig, i84i )• 

(**) Notes sur Ic Cours d*HydrauliquefaU h Vicole des Fonts ct CfiausseeSy annee 1 845- 1846. 
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on pourrait calculer approximativement la depense d'un barrage par ia 
*ormule 



(3) Q = (H^,9^^H^tL) 



affectee d'un coefficient pbtenu par experience. " 

Ges formules presentent toutes le defaut que nous reprochions tout a 
I'heure a la formule (i), dont elles derivent, celui d'etre completement inde- 
pendantes de la chute a la surface de la nappe; de telle sorte que, pour une 
meme valeur de H, un deversoir debiterait le meme volume liquide pour les 
trois etats des nappes que nous avons signales, avec un barrage incline ou 
vertical, un seuil a vive arete ou arrondi, epais ou mince, etc. ^ 

I/experience et le raisonnement s'opposent a de pareilles consequences, 
et Ton doit prevoir que les coefficients de ces diverses formules varieront 
avec toutes les circonstances que nous indiquons ; il pourra meme arriver 
que, dans certains cas, ces coefficients augmentent avec H, tandis que, dans 
d'autres, ils varieront en sens contraire. 

Relativement a la maniere de tenir compte des vitesses initiales des parti - 
cules fluides, la formule (3) rie contient qu'une vitesse a la surface, vitesse 
qui n'est pas liee aux autres par un rapport simple et constant; en la faisant 
entrer dans le premier facteur, on s'ecarte d'ailleurs, sans motif suffisant, de 
ridee fondamentale de Dubuat, qui consiste a considerer le deversoir 
comme un orifice rectangulaire , dont la hauteur est H. Quant a la 
formule, plus compliquee, de M. Weisbach, elle presente cette imper- 
fection, qu'on y fait jouer le meme role a toutes les vitesses initiales, 
tandis que Texamen des mouvements interieurs nous apprend qu'une 
partie de ces vitesses, celles des portions inferieures du canal, en aidant 
les particules liquides a remonter vers le sommet du barrage contre Taction 
de la pesanteur, contribuent a produ ire les phenomenes de la contraction 
sur le seuil de Torifice. 

Enfin, a ces inconvenients, a ces imperfections des formules precitees, se 
joint, dans Tapplication, la difficulte du choix du point de depart (*) de la 

{*) Les iogenieurs qui ont applique ia methode des barrages choisissaient tres-probableroent, pour 
mesurer les charges , un point dela portion de la nappe oil sa coufbure commence k etre netteroent 
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charge H, et celle des nivellements, qui devient une impossibilite quand 
1 atmosphere agitee, meme par un ventleger, fait courir periodiquement, le 
long de la surface liquide, des ondulations longues et peu saillantes. 
Nouvelle formule. — Nous designerons par 

L la largeur du deversoir ; 

S la hauteur de la crete du barrage au-dessus du fond du hief tramont; 

Q la depense on le debit du deversoir dans chaque seconde sexagesiniale; 

k le rapport tj , les lettres H et e continuant a representer les niemes quan- 

tites que dans Tarticle precedent. 

On salt que la formule theorique de recouleuient des liquides par un 
orifice dont Fa ire est A, et qui s'ahmente par un reservoir doTit la section a 
pour aire O, est 



v/"^- 



si Ton designe par h la charge on hauteur effective tie pressiun slat iqae sur 
r orifice. Cette fbrnuile, basce sur le prineipe des forces vivesj serai t exacte 
dans le cas oii les vitesses des particules fluides seraient egales et paralleles 
dans la section O, et oii, dans f orifice, ces particules n'auraient que des 
vitesses perpendiculaires ason plan et egales entre elles, en adniettant toute- 
fois qu'entre les sections O et A la resistance des parois n'aiisorbat qu'une 
quantite de travail negligeable. Quoique Thypotliese de Tegalitedes vitesses 
ne soit jamais conforme a la realite, la formule (a) pent donner des resultats 
sufiisamment approches pour tons les besoins de la pratique, lorsque les 
vitesses sont paralleles respectivement et different peu entre elles dans 
chacune des sections dont il s^agit. Or cette condition est realisee dans 
la section initiale de la veine, on dans celle qui la precede iinmedlatement, et 
que nous regarderons coninie la section alimentaire O, 11 nous reste done* a 



accuser, et ont, par suitei ete conduits ^ employt^r dans letirs calculs des charges un peu trop faibles. 
En admettant qu'on eut pris pour point de depart J*origine ni^me de celle courbnre, il faudrait, 
d'apres ['etude des profib^ augmcnter les charges ainsi obtenues dans le rapport j sen sib km eut con- 
stant, degSBIi laoo. 
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assimiler L'ecoulement en deversoir a celui d*un orifice dans la section 
duqqel les vitesses seraient paralleles, et a trouver Taire A de cet orifice, 
ainsi que la hauteur h de pression statique correspondante. 

(^onfbrmement a T opinion de Dubuat, adoptee generalement par les 
ingenieui^s, nous considererons le deversoir comme un orifice rectangulaire 
dont la hauteur serait H, et, par consequent, nous aurons A == LH, puisque 
(»et orifice n'est autre chose que la portion DA de la section initiale DB 
[fig* 1 4)? dans toute Tetendue de laquelle les vitesses sont paralleles. Pour 
determiner la hauteur //, nous remarquerons d'abord que la region liquide 
comprise entre cette section et le barrage pent etre partagee, par un plan 
horizontal SA, en deux parties, dont les mouvements sont tres-differents, 
au moins quant a leur sens, et dans lesquelles les pressions, le poids des 
molecules et leur inertie jouent des roles inverses. 

Dans la portion inferieure N, en efFet, les particules fluides remontant vere 
le plan horizontal precite, contrairement a Taction de la pesanteur, en 
vertu de la vitesse dont elles sont animees lorsqu'elles approchent du 
barrage, et de la pression qui produit Tascension deja colonne hydrosta- 
tique des tubes; dans la portion M, au contraire, la pesanteur agit unique- 
ment comme force motrice pour augmenter la force vive initiale des parti- 
cules. En un mot, les forces de la veine travaillent utilement dans la partie 
superieure, et, dans Tautre, elles engendrent la contraction, les obstacles a 
Tecoulement. L'effet de ces derniers phenomenes est evidemment de soutenir 
jusqu'en G, au-dessus du barrage, la masse liquide, et de noyer TorificeDA, 
d'oii elle tomberait librement suivant un jet parabolique, si Ton pouvait 
supprimer la portion inferieure SAB de la veine, tout en conservant aux 
particules fluides, dans la section DA, leur mouvement effectif. x\insi, dans 
le cas des deversoirs sans contraction laterale (*), si Ton assimile Tecoule- 
ment a celui d'un orifice rectangulaire sans contraction et egal a la section 
precitee, il faut en meme temps, pour tenir compte des forces relativement 



(*) Ces considerations ne seraient plus applicables, sans modification, aux deversoirs aveccontFic- 
tion laterale, parce qu'alors il faudrait, aux perles de chute dues a Tascension d*nne partie des 
molecules dans des plans verticaux , ajouter celies qui correspondent aux forces vives transversales 
communiquees a une partie du courant liquide. 
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perdues, considerer cet orifice comme noye de la hauteur SC = e, a laquelle 
ces forces, par suite de la presence du barrage, elevent et soutiennent la 
surface liquide, et prendre pour hauteur effective de pression statique, sur 
la section dont il s'agit, celle a laquelle remonte, au-dessus du point C, 
le sommet de la colonne des tubes hydrostatiques, c'est-a-dire la quan- 
tite ti—e. 

Remarqiions maintenant que, dans la pratique, la section BD ne se trou- 
vera jam<ais a une distance du barrage plus grande que 3 metres , quVIIe en 
sera generalement plus rapprochee, et qu'on pourra toujonrs choisir, pout' 
etahlir oelui'ci, une partie du cours d'eau dont le fond s*eloigne assez pen 
de I'horizontalite pour que Ton puisse, sans errenr sensible j prendre 
BD ^ S + H. En definitive, nous substituerons, dans la formule geae- 
rale (a) ^ les valeurs 

d'oii il resulte, pour les I'anaux a section rectangulairCj et en i^aisant 

H — e „^ 

la formule simple 

qui se prcsente sous la forme usitee et dont les pratirieus poui lont se servir 
en continuant a chercher les valeurs du facteur s/igH' dans les Tables ordi- 
nairej des tiauteurs dues a differentes vitesses. 

Cette formule peut etre egalement mise sous la forme 

qui met en evidence la loi des coefficients de Tancienne formule, le prenner 
iacteur se rapportant a f influence de la charge et de la hauteur du barrage. 
ie second a celle de la forme et de la nature de la nappe liquide. 

jr^XIir Cahier, « 
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Pour les canaux a section trapezcHdale oti \es coura d*eau naturels, si Ton 
designepar 

L la longueur de la crete du barrage ; 

V la krgeur de la surface liquide dans la section initiale ; 

/ celle du foijd du lit dans cette section ; 

r le rapport de la base a la hauteur des talus lateraux, on aura 

= i(L' + /)(S-+-H), A = i(I/ + L)H, L'=LH-2rH, 

et, pour la formule de la depense, 

y/(S + H).-H«(^,^) 
qui pent etre ramenee, comme la premiere, a la forme 



en faisant 



-^h, et H,= "-" 



Le^ valeurs de Q, donnees .par les formules (a') et {b) , peuvent etre obte- 
iiues au moyen de constructions geom^triques qu'il serait superflu d'indi- 
quer. Enfin, si Ton veut les calculer par logarithmes, il sufiira de remarquer 
que y/(SH-H)^ — H? =:y^S (S -h a H) et d'eflectuer iine transformation ana- 
logue dans la formule {b). 

Determination pratique des ilSments du calouL — On verra plus k)in que 
le facteur y/i — k peut etre regarde comme constant et egal a 0,4^7 dans 
le cas des nappes libres, ce qui dispense de la mesure de Fepaissetir verticale 
e de la nappe au-dessus du seuil du deversoir. Pour les autres genres de 
nappes, lorsque la bauteur du barrage ne differ^a pas notablement de celles 
qui sont inscrites dans les tableaux VII et X, on pourra, de ces tableaux, 
deduire la valeur de ^i — k correspondante a la charge observee. Dans le 



s 
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cas contraire, il faudra mesurer directement I'epaisseur e. A cetefFet, on 
posera au-dessus de la crete du barrage, sur les bords du canal, une traverse 
solide, bien fixee ; en un point de eette traverse, qui ne soit pas trop rappro- 
che de Textremite du deversoir, on clouera une regie verticale; le long de 
cette regie on fera glisser une autre regie, portant une pointe quelconque a 
sa partie inferieure, jusqu'a ce que cette pointe touche la crete du barrage, 
et Ton tracera sur le^s deux regies a la fois une petite ligne de repere; ou 
retirera ensuite la regie mobile eton laissera h la nappe le temps de reprendre 
son mouvementde regime; enfin on fera de nouveau glisser la tige mobile le 
long de la regie lixe jusqu'a ce que la pointe dont elle est amiee affleure la 
surtaoe de la iiappe, et Ton marquera sur la regie fixe le point corres|H>n- 
dant a la position artuelle du repere mobile. 

Quant a la determination de la charge H, on a vu comment, en appii- 
quant vertiealement un tube droit, ouvert a ses deux extremites, contre la 
rrete du barrage, on peut mesurer immediatement cette charge, en un point 
quelronque de la longueurde cette crete, a partir d' une faible distance desbord 
du canal, si toutefois onaeu soin de Tetablir horizonta lenient, precaution 
iiecessaire dans toate hypothese. Si Ton veut eviter la mesure de la colonne 
liydrostatique sur place, il suflira d'aiiner le tube de deux petites douilles 
evidees et a oreilles p^ p' {Jig- ^^)-> serrees par une vis; on appuiera la saillle 
de la douille inferieure p' contre la crete du barrage, et Ton fera glisser la 
douille superieure jusqu'a ce que Tune de ses aretes horizon tales soit au niveau 
du sommet de la coloime liquide* Cette douille pourra etre, si Ton veut, 
reniplacee par un fil noue autour du tube et la premiere /J ', par un petit 
prisme de bois dans lequel cetube sera engage. 11 faut, avant de s'en servir, 
laver interieurement le tube et s'assurer queTeau le mouille biendans toute 
sa longueur. En second lieu, 11 fkut connaitre la hauteur du menisque du aux 
actions capillaires, ce qui serait facile en le plongeant dans un vase rempli 
d'eau, Mais on peut eviter cette operation : en eflet, le tube qui m'a servi 
avait o",oi3 de diametre interieur, et la hauteur du menisque etait dt* 
o'",oo23; or elle sera la meme dans tons les tubes oii le nulieu *lu somniet 
(le la colonne liquide sera plan. Poiu* les tubes dlia capillaires ^ la hauteur 

du menisque sera assez exactement donnee par la tbrmule ^j—y d etant le 

diametre interieur en njilli metres. Quant aux oscillations de lo colonne 
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liquide, elles sont assez faibles pour ne causer aucune incertitude lorsc[ae 
Tatmosphere est tranquille et que Falimentation de Torifice est reguliere; si 
Ton est oblige d'operer sous I'influence du vent, on mesurera la plus grande 
et la plus petite hauteur au-dessus du sommet du deversoir, et Ton adoptera 
pour valeur de la charge la moyenne entre ces deux hauteurs. Enfin, lorsque 
la largeur du barrage n^est pastres-grande par rapport au diametre exterieur 
dn tube, ce qui d'ailleurs arrivera rarement dans la pratique, il faut savoir 
tenir cx)inpte de la place occupee par ce tube dans la section d'ecoulement. 
Pour determiner cette correction, j'ai mis a profit Tune des proprietes 
enoncees ci-dessus, et j'ai mesure les charges au moyen d'un tube recourbe 
a yd {Jig> 1 1) introduit, atravers la paroi du canal, contre lafiace d'araontdn 
barrage ; ce tube etait muHi d'une douille en cuivre d a frottement doux et 
avec vis de pression i'. On a place le tube droit ordinaire TT' dans leplaii 
du barrage, on a meisure directement la hauteur TS de la colonne dans ce 
tube au-dessus de la crete SS' du barrage, puis on a fixe la douille d du tube 
recourbe de facon que la distance du plan superieur n de cette douille, au 
sommet mAe la colonne dans le dernier tube, fut egale a TS : on a verifie 
enstuite, pour une charge tres-difFerente de la premiere, Texactitude de ce 
procede. 

Cela pose, on a jauge directement la depense du barrage avec etsans la 
presence du tube TT', et Ton a calcule la largeur qu'il fallait supposer a ce 
barrage dans le premier cas, pour que la depense fut la meme que dans le 
second, tout etant ^gal d'ailleurs. On a obtenu les resultats suivants, hi 
largeur du barrage etant o"*,896. 
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CHARGE. 


DISPENSE PAR SECONDE 


LARGEUR Ri^OUlTE. 
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sans le tube. ' 


avec I« tiib«. 




m 


medbe 


m cntie 


m 


0,0790 . 


0,03708 


o,o3633 , 


0,874 


0,0880 


0,04377 


0,0^227 


0,865 


Oyio8o 


o,o5868 


0,06730 


0,874 


o^iaso 


0,06989 


0,06903 


o,885 


0,1290 


0,07829 


0,07699 


0,881 


0,1455 


0,09692 


0,09371 


0,875 


0,1480 


0,09878 


0,09664 


0,8755 


o,iG5o ' 


0)12663 


o,i23o5 


0.871 


Moyenne 


0,875 
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Ainsi la correction relative a iin meme tube est constante. Pour le tube 
rle o™,oi5 de diametre exterieur, qui nous a servi dans ces experiences, la 
quantite a retrancher de la largeur du barrage etait, comme Ton voit, 
o™,o2 1 , OU I '"**% 4 le diametre de ce tube : pour un tube du calibre exterieur 
cle o'^jOio, j'ai trouve en moyenne o",oi3 ou i'°*%3 ce diametre; ainsi la 
correction proportionnelle diminue avec le diametre des tubes, etl'on pourra 
la negliger tres-frequerament. Cette correction est d'ailleurs necessitee, non 
pas seulemeiit par remplaceinent occupe sur la largeur du barraj;ej niais 
par les Glides excitees uutour du tube; qiiand la charge augmente^ la saillie 
deeesondess'accroit en meme temps, mais, en compensatioi*, elles s'eten- 
dent, kteralement, a une moins grande distance < 

En outre, on pent eviter toute correction de largeur en plongeant Itf 
tube derriere le barrage au moment ou Ton est dispose a mci^urer la i harg**, 
et ne Ty laissant c[ue pendant le temps strietement neeessaire pour anifiier 
une douille mobile an niveau dusommetde la colonne hydrostatique. Lors- 
<[u'on aura acquis un pen d' habitude, on effectuera cette operation asstv. 
vite pour que la presence du tubene puisse modifier sensiblement le rt^ginie 
du courant, cedont on devni d ailleuis s assurer au moyen d*unrepere ti\e 
afHeurant la surface d'amont. Enfin les tableaux VI et VII dispenseront, 
pour un grand nombi e de t^s, de reinploi du tulie. 

Comparaison des resultats de V experience ai^ec ceux de laformuleprvpos^e. 

Avant d*entrer dans les details nunieriques, il cojivient d'examiner si i^ettr 
fonnule, qui renferme toutes les donnees essentielles de recoulement, ne 
laisse pas en dehors quelques phenonienes accessoires, mais susceptibles 
d'influer un pen, dans certaines circonstances, sur Texactitude des resultats 
du calcub 

Occupons-nous d'abord du cas des canaux rectangulaires et des nappes 
iibres : la premiere cause perturbatrice qui se presente eonsiste en ce que. 
selonles observations precedemmentrapportees, dans une certaine longueur 
du barrage, a parlir de chaque extremite, les molecules venant du fond 
du canal se dirigent vers ces extremites, c'est-a-dire vers les angles de Torifice. 
Or notre formule ne tient compte que des mouvements verticaux ; de sorte 
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que, si une portion de la force vive initiale des particules iiquides se depense 
dans des mouvements horizontaux de deviation, la fonnule doit donner des 
resultats trop forts : mais cette circonstance n'ayant lieu que pour une partie 
des molecules inferieures, son influence ne sera sensible que pour les petites 
charges ou feiblfes epaisseurs des nappes. D'uti autre cote, la masse d'air 
contenue sous la nappe etant^ sous les grandes charges, a une pression un peu 
inferieure a celle de I'atmosphere, comme nous I'avons constate^ laformule 
proposee, qui suppose la pression atmospherique, tend alors k fournir des 
resultats trop faibles. Ainsi, dans le cas des nappes libreset des canaux rec- 
tangulaires, cette formule doit conduire a des depenses un peu en excespour 
les petites charges, et un peu trop petites sous les grandes. 

Lorsque la nappe est noyee en dessous, les mouvements deviatoires predtes 
tendent aussi, concurremment avec les oscillations (*) des particules voisines 
du glacis du barrage, a rendre un peu trop forts les resultats theoriques ; mais, 
d'un autre cote, la pron^ptitude avec laquelle Tair exterieur se precipite sous 
la nappe en cet endrdit, lorsqa'on y plonge un corps solide, prouve que la 
pression y est inferieure a celle de Tatmosphere, au moins dans la region 
voisine du sommet du barrage. Ges deux causes perturbatrices ayant des 
influences contraires simultanees et, d'ailleurs, negligeables toutes deux 
pour les nappes epaisses, la formule doit donner des resultats pratiquement 
exacts. 

Quant aux canaux a section trapezoidale , il est &ciie de voir que leur 
forme meme introduit des mouvements particuliers dont la theorie ne saurait 
tenir compte, savoir : i^ un resserrement lateral de la portion sup^rieurede 
la nappe, qui occupe une plus grande largeur a son origine que dans le plan 
du deversoir, en vertu de sa chute et des talus du canal ; 2^ un epanouisse- 
ment des faisceaux de (ilets provenant du fond. Ainsi, dans ce cas, la formule 
theorique devra etre affiectee d'un coefficient de correction. 

£nfin, quels que soient le profll du canal et la nature de la nappe, les 
diarges observees a Taide du tube hydrostatique sont un peu plus fortes que 
celles qui f esulteraient de la mesure directe de la hauteur de la section ini- 



(*) Ges mouvements oscillatoires s*accomp]issent seuleinenr dans ]>spacc compris entre 1^ glacis* 
et la nappe proprement dite. 
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tiale au-dessus du seuil du deversoir; mais cette difference, representaiit , 
comme on I'a dit plus haut, I'exces de pression qui resulte, dans la region 
6u se fonne la veine, de la vitesse initiale des particules fluides, est plutot 
avantageuse que nuisible a Texactitude des calculs. On a vu, d'ailleurs, 
qu'elle ne s'eleve pas a plus de -^ de la charge entiere. 

Ges diverses consequences de Tobservation des phenomenes physiques 
sonl d'accord avec les resultats des experiences de jaugeage> t^oninie le 
nsontrent !es tableaux de ces resultats que nous allons donner successivtv 
inent. Disons d'abord de quelle maniere ces tableaux out ete composes. 

Composition des tableaux ties resultats de t experience, — La foniuile Hp 
Tecoulement par-dessus les barrages, niise sous sa forme la phis generate, 
est, d'apres ce qui a ete dit precedeminent a ret e^rd , 



Q = A /a^-li^=s/i-*.A A^'-^.. 



Faisons 



v/"^ 



:-N; 



mettons pourQ la depense obtenue par le jaugeage experimental^ que iiou^ 
representeroas par D, et calculous 

la verification de la formule eonsistera a comparer cette valeur de i/i — k 
avec eelle qui correspond au rapport ^= it deduit de l*observation direete 
de e et de H . 

Dans tons les tableaux, nous avons represente, en outre, pour abreger les 
titres des colonnes^ par 

J )a hauteur dont le niveau s'esl eleve dans le bassin de jauge pendant 

Toperation du jaugeage ; 
t le temps employe pour cette elevation de niveau j exprime en secoude?* 

sexagesimales. 
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Toutes les dimensions ont ete ecrites en miliimetres, et tons les volumes 
en litres- 

On se rappellera erifin que la section horizontale moyenne du bassin de 

jauge est i8"''*,oo2, si Ton veut verifier Texactitude des valeurs numeriques 

de D. 

canaux rectangulaires et nappes libres. 
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874 
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84a ,0 
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82,3787 


0,416 


898 
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490 


148,0 
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«79,5 


96,6793 


0,4^5 


895 


874 


340 


i55,o 


705,0 


120,5 


io5,3a3 


0,423 


895 


874 


340 


iB^.o 


9«7»9 


iao,0 


139.386 


o.4'4 


895 


8:4 


340 


319,0 
Moyenn« . • . • 


885,0 


90,0 


177,020 


0,411 


0,417 













Les diiFerences que presentent entre elles les quatorze valeurs dii rapport 

^ 7 c'est-a-dire du facteur sjV—k de notre formule, n'affectent aucun ordre 

de variation, ni par rapport aux charges, ni relativement a aticun des 
autres elements du calcul ; elles doivent done etre attribuees a de legeres 
inexactitudes dans Tobservation , soit des charges, soit des hauteurs J, erreurs 
qu'il etait bien difficile d'eviter entierement, Tatmosphere ayant ^te rare- 
ment tres-calme. Ces differences sbnt d'ailleurs faibles ; ainsi la moyenne 
0,417 differe a peine de ^, en plus ou en moins, des valeurs qui s'en 
ecarteht le plus. 

Reportons-nous maintenant au tableau que nous avons donne des valeurs 

de — correspondantes aux nappes libres et a di verses hauteurs du barrage; 
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la valeur 6^y^20 de cette hauteur tient a peu pres le milieu entre celles qui 
avaient lieu dans les experiences de jaugeage. Prenons la nioyenne des valeurs 

de — correspondantes a cette hauteur, et aux charges depuis o'°,o6 jusqu'a 

o",2oo inclusivement : cette moyenne est i ,214, et la valeur du meme rap- 
port, calculee d'apres celle 0,417 du facteur y/i — /r, est 1,211; difference 
proportionnelle, ^. 

(onsSguences pratiques ; coefficients de lancienfte formule. — On pourra 
calculer la depense d*un deversoir sans contraction laterale, lorsque la nappe 
se detachera du barra^^e en aval , par la formula 



(rf) 



'"■'"V"^-' 



d'oii il resulte que les coefficients de Fancienne forinule Q = LHy'2^H, 
qui sent representes iei par la quantite 



M'7 



varient, pour cet etat de la nappe, en sens contra ire du rapport ^ de la hau- 
teur du barrage a la charge. Si Ton veut continuer a se servir de Tancienne 
formule, il faudra done donner a son coefficient de correction les valeur^ 
suivantes : 

g 

Valeurs du rapport r- ^ ' 3 4 5 6 8 lu 

Valeurs correspondantes J 

du coefficient de j 0,482 0,442 0,431 0,426 0,423 0,421 o^^^u 0,4 <i| 
rancienne formule ^ ) 

Comparaisim des ncHiveauJc resultats avec cetiv des rerfierches ante- 
rienres. — II n existe qu'un bien petit nombre d'elements pour cet examen 
comparatif : en effet , aucun des observateurs precedents n'a songe a distin- 

XXXIW Cahier, ^3 
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guer les differentes especes de nappes ; tres*peu ont indique la hauteur ou 
mSme la forme du barrage dont ils se sont servis, et le point de depart adopte 
pour la mesure des charges. Celles qu'indique M. Bidone, et les valeurs cor- 
respondantes de Tepaisseur e de la nappe, laissent trop d'incertitude, comme 
on pent s'en convaincre par Texamen de ces valeurs, savoir : 

H 74 95 i>5 149 169 196 

H 

— 1,222 1,254 '1^75 ' >269 1 ,3o4 »f2l7 

H . 
Le rapport - > bien que variant irregulierement , parait augmenter ici 

avec la charge H , tandis que les nombreuses observations consignees dans 
les tableaux VI et VII prouvent que ce rapport varie regulierement dans le 
sens inverse. 

M. Castel, dans ses experiences deja citees, a modifie le regime enamont 
du deversoir par Tinterposition d'ecrans dont Tinfluence perturbatrice, Ires- 
faible lorsque la vitesse d'amont Tetait elle-meme par suite du retrecisse- 
ment de F orifice, ne pent etre negligee dans le cas oil la largeur du dever- 
soir etait egale a celle du canal, d'autant plus que la hauteur S du barrage 
n'etaitque de o"',i7o; car si, pour les petites charges, la vitesse damont 
etait foible, d'un autre cote Terreur relative etait notable : circonstances 
qui, ont restreint I'utilite d' observations efFectuees d'ailleurs entre des limites 
etendues et avec le plus grand soin . 

Dubuat {*) a fait cinq experiences sans contraction laterale, dans un 
canal rectarigulaire de o",487 de largeur, barre par une planche de o",i 10 
seulemerit de hauteur, et de o'^,027 d'epaisseur, equarrie au sommet; cir- 
conistance differente de celle^du barrage a biseau que nous avons employe, 
et qui a pour effet, aux faibles charges, de faire adherer la nappe contre 
la plate-forme horizontale superieure. En outi^e, la maniere dont Fauteur 
designe les charges laisse de Fincertitude surleur valeur exacte. Enfin, dans 
trois de ces cinq experiences, Feau d'aval s'elevait jusqu'aune distance du 
sommet du barrage, nuUe ou egale a o'^jOiS seulement; dans la quatneme 



(*) Prindpes d'HydrauliquCy tome U, section 11, chapitre 
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et la cinquieme, la nappe tombait sur la surface d'un reservoir dont la hau- 
teur n'est pas indiquee. Pour une seule de ces experiences, Dubuat dit que 

«^ Feau reversait en Tair et/aisait nappe — » Mais ici la charge qu'il 

indique n'etait quede o™,o34? de sorte que Tadherence a la plate-forme 
du barrage devait diminuer la depense, sans prejudice de I'influence que 
pouvait exercer, dans le meme sens, la hauteur non connue de la surface 
liquide sur laquelle tombait la napp£. 

M . Fourneyron , ayant jauge , au moyen d'un grand bassin , un courant d'eau 
])»ssaut par-dessus un barrage sans contraction laterale, nous a dit avoir trouve 
o'",4^ pour valeur du coefficient de Faneienne foniuile. la hauteur du barrage 
i'tantegale a sept ou huit fois celle de la charge, valeur egale a eelle que 
donne ia forniule noiivellc pour les memes proportions- 

Influence de la largeur da dihersoir, — Lorsque la nappe d*un dever- 
soir sublt des contractions lateralcs, la largeur relative de Vorifice, en iaisant 
varier le degre de la contraction , influe necessairement sur la dcpense, toutes 
4'lioses etant egales dailleurs : les experiences de M* Eytelv^ein (*) , de 
M, Castel et celles de M. Hirn (**), ne laissent aucun doute a cet egard. Lors 
meme que la contraction taterale est complete, ce qui parait avoir lieu dans 
le cas oil les cotes de Torifice sont a une distance des parois correspondantes 
du reservoir, egale a une fbis et demie la largeur de cet orifice, les variatioas 
de la grandeur absolue de cette derniere dimension, en modiliant la propor- 
tion des filets devies retativement a ceux qui ne le sont pas, doit, entre cer- 
taines limites, a'etre pas sans influence sur le debit par metre courant du a 
I me meme hauteur de cliarge. Dans le cas ou la contraction laterale est 
entierement supprimee, la resistance des parois du canal au mouvement de la 
veine et les legeres deviations qui se produisent aux extremites du bar- 
rage, dans le mouvement ascensionnel des paiticules interieures, peuvent 
modifier la depense des deversoirs tres-etroits ; mais leur influence, toujours 
faible, doit devenir tout a fait negfigeable pour les largeui's qui peuvent se 
presenter dans la pratique. On objectera, il est vrai, que, dans le canal, les 
filets ont des vitesses croissantes, des paroLs latcrales vers le milieu, suivant 



(*) Manuel de Mecanique et d'Hydraulique, 

(**) Bulletin de la SocietS industnelle de Mulhouse, n° 94 ( 1846). 

23. 
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une certaine fonction de la distance a ces parois, fonctipn dont les coeffi- 
cients dependent de la largeur du courant. A ce sujet, il faut remarquer, 
d'abord, que les profils transversaux de la v^ine depuis la section initiate 
jusqu'au-dessus du barrage etant des lignes droites horizontales , la charge 
est la meme sur tons les points de la largeur du deversoir, et que les vitesses 
qui seraient dues a ces charges sont de beaucoup superieures a celles qui ont 
lieu dans le canal. En outre, la variation de ces vitesses dans le sens de la 
largeur est assez faible; ainsi, a 4™?5o en amont d'un barrage vertical de 
0^,376 de hauteur, et pour une charge H de o™,2a4, j'ai trouve que les 
vitesses (^ des particules de la surface, qui passaient a une distance x du 
milieu, etaient representees avec une grande approximation par la formule 

i; = o'",35i— o,538a;% 

o'°,35 1 etant la vitesse au milieu, et la plus grande valeur de x etant o",455. 
A mesure que le canal s'elargit, le coefficient de x^ diminue, de sorte que la 
difference entre la plus grande et la plus petite vitesse reste comprise entre 
des limites pen etendues. 

En definitive, les resultatsde 1' experience prouvent que F influence de la 
largeur d'un deversoir sans contraction laterale, sur son debit par metre cou- 
rant, est negligeable. Ainsi cette influence nes'est pasmanifestee, dansnos 
experiences, en passant de la largeur 0^,895 a i",6i6. Dans celles de 
M. Castel, les coefficients obtenus avec un barrage de o™,36 de largeur sont 
a tres-peu pres egaux h ceux qui correspondent a <;elui de o"*,74? et ce sont 
meme les premiers qui sont les plus grands, circonstance qui tient a des 
influences anormales : les uns et les autres sont un peu en exces siu* les notres. 
Dans I'experience precitee de M. Fourneyron, la largeur du barrage etait 
siiperieure a 2 metres, et cependant cet ingenieur a obtenu un coefficient 
identiqne a celui qui se deduit de nos experiences sur des largeurs inferieures 
a la moitie de celle-ci. Enfin, M. Marozeau ayant fait d'int^ressantes expe- 
riences au firein sur une roue de cote alimentee par un deversoir de 4"»35o 
de largeur (*) , j'ai determine, par des jaugeages directs, le coefficient qui 
convenait a un deversoir de meme forme, et d'une largeur de o°,9oo 

(*) Bulletin dc la Societe industrielle de Mulhouse, n« 86 (i 844). 



SUR LE JAUGEAGE DES COURS d'eAU A FAIBLE OU A MOYENNE SECTION. l8l 

seulement : la valeur trouvee porterait le rendement de la roue dont il s'agit 
a 76 pour 100 ; ce qui permet de la regarder comme egale, a tres-peu pres, 
a celle qui convenaitau deversoir de 4°*,35o, cette roue se distinguant par 
des dispositions favorables a son eSet utile. 

Ces diverses preuves suffiront sans doute pour faire regarder pratique- 
ment comme proportionnelle a leur largeur, la depense des deversoirs sans 
contraction laterale, dans le cas oil cette largeur n est pas tres-petite et infe- 
rieure^ par exeiiiplej a 0*^,20 ou o'"j3o, , 

Cmiaux rectangulaires et fiappes adherentes ou n^rfees en dessous, 

Dans ces experiences, executees en octobre iS^t'i on niesurait, comme 
danslesautres, les charges Hau moyen du tube, mats on le retirait immedia- 
tement a pres, en ne le laisant plonge dans la mippe fjue pendant le temps 
tres-court necessaire pour efrectuer cette niesure. On s'afttanchissait ainsi 
de la correction constante de ta largeur du barrage ; c'est ce qo'on pourra tou- 
jours iajre dans la pratique conmie nousTavons dit precedenimcnt. 
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L'accord des valeurs de y/i — k, resultant de Tobservation directe, avec 
oelles qui ont ete obtenues par le calcul, suffit pour etablir la complete exacti- 
tude pratique de la nouvelle formule appliquee au cas des canaux rectangu- 
laires et des nappes adherentes au barrage ou noy^es en dessous. 

CoeffUierUs de V a/wienne formule. — On voit que, pour ces cas dont 
le dernier se presentera souvent dans le jaugeage des cours d'eau, a cause 
de la necessite d' employer des barrages peu eleves qui ne fassent pas trop 
gonfler les eaux d'amont, les coefficients de la formule ancienhe 



Q = LHv/2g^H 
sent representes par T expression 



^HJiS 



et sont, par consequent, sujets a deux causes de variations, savoir, i"" celle 
du facteur ^i — k qui augmente avec la charge dans le cas des nappes 
adherentes, et varie dans le sens inverse pour les nappes noyees en dessous ; 
2° celle du rapport o qui varie avec la hauteur du barrage pour une meme 
charge, et avec la charge pour une meme hauteur, complications qui, en 
supposant meme qu'on eut dresse des Tables etendues de coefficients, expo- 
seraient encore a des meprises les personnes peu exercees a T observation des 
phenomenes physiques, et ont peut-etre occasionne plus d'une erreur dans 
les jaugeages anterieurement efFectues. Le nouveau moyen de calcul, qui 
supprime les coefficients de correction, unexpose en outre a aucune incer- 
titude, tout en n'exigeant que la mesure toujonrs facile de I'epaisseur e de la 
nappe au-dessus de la crete du deversoir , mesure dont on sera meme dispense, 
pour des hauteurs de barrage de o"',3o a o"',4o, par les donnees numeriques 
suivantes qu'on substituera dans la formule 



Q=\/1 
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Tableau N° XL 
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On a etabli, dans le canal d'experiences etsiir une longueur de 7 metres, 
des talus en eharpente inclines a i de hauteur suro,565 de base {Jig> i5) ; 
a 0*^,600 environ de rextreinite d'aval du nouveau canal ainsi forme, on a 
place un barrage vertical a biseau et glacis a 45 degres : IVxtremite d anion t 
des parois laterales du meme canal etait raccordee avec relies du canal rectan- 
gulaire, et des precautions convenal>les out ete prises pour enipecher toute 
filtration d eau susceptible d introduire des anomalies dans les resultats, 

D'apres les dimensions des diverses parties de ce dispositif, on avait, en 
conservant les notations adoptees dans I'exposition des tbrnuiles, 

L = o'^57o, / = o"*,2ii, r = o,565; d'ou 1/^0^,570+ 1 ,i3H, 

Quant a la hauteur S du barrage au^dessus du fond du canab elle etait, 
pour la premiere experience du tableau suivant^ egale a o''*,322; mais un 
certain temps s'etant ecoule entre cette experience et les autres, le bois s' etait 
gonfle^ et la hauteur S etait devenue egale a 0^,324. Dans une partie de * es 
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experiences, on ne laissait pas le tube indicateur des charges plonge dans la 
nappe, de sorte qu*il n'y a eu lieu a aucune correction de largeur. Dans les 
autres, au contraire, le tube est reste en permanence contre la face d' anient 
du barrage, et, pour tenir compte de cette circonstance , Ton a eu soin de 
faire la correction convenable, que nous avons determinee par la methode 
exposee precedemment ; cette correction est encore ici a tres-peupres inde- 
pendante des charges, et consistait, pour le tube de o™,o 1 5 de diametre exte- 
rieur, a reduire la largeur moyenne de la nappe dans le rapport de i a 0,976. 
On fera bien, dans les applications, de Teviter. Le remous qui se formait en 
aval au pied du barrage, par suite de la convergence des talus , empechait, 
meme aux petites charges, la nappe de se detacher; efFet qui doit se produire 
dans tons les cas de barrages peu saillants, etablis entre des talus rapproches. 

H 
Des observations relatives a la valeur du rapport — 9 dont la premiere partie, 

concernant les petites charges, a ete perdue avec la feuille de papier qui 
les contenait, en meme temps que plusieurs jaugeages, m'ont conduit aux 
resultats suivants : 



H 


H 

e 


ii5 
160 

Moyenne 

219 
a37 

283 


i,a3o 
1,241 


1,235 

.,203 
I,203 



Ainsi, comme dans les canaux rectangulaires, le rapport — varie ici en sens 

inverse de H, mais moins rapidement. Les valeurs de ce rapport correspon- 
dantes aux memes charges, different tres-peu, d'ailleurs, de celles qui ont 
lieu dans le premier cas pour les nappes noyees en dessous et une meme hau- 
teur du barrage. 

Dans le tableau suivant on a designe par un asterisque les experiences 
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dans lesquelles le tube restait en permanence centre la face d'amont du bar- 
rage. Celles-ci et les autres ont eteexecut^es du lo au i5 septembre i847- 

CANAL A SECTION TRAPJ^ZOIDALE ; NAPPES NOYEES EN DESSOUS. 

Tableau N° XII. 
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Ges resultats confirment ce qui a ete dit plus haut relativement a Teffet de 
la convergence des parois du canal, effet qui se fait d'autant plus sentir, 
pour un meme angle des talus, que la chute a la surface de la nappe, depuis 
la section initiale jusqu'au barrage, est plus considerable. Ijoreque ces talus 
sont en terre, leur pente est plus allongee et la convergence de la nappe 
liquide augmente, de sorte que les coefficients de reduction de la depense 
theorique doivent etre un peu plus faibles, a egalite de valeur des charges, 
que ceux qui sont inscrits dans la derniere colonne de ce tableau. C'est 
pourquoi, continuant ces recherches en i848, nous avons etabli, dans la 
portion elargie d'aval de ce canal, des talus en charpente sous une inclinai- 
son egale a celle des terres coulantes. Ainsi qu'en 1847, ^^^ precautions 
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sufBsantes oiit ete employees pour empecher toute fuite d^eau susceptible 
de causer des anomalies dans les resultats. La portion.de canal trapezoidal 
ainsi construite avait 3"*,8o de longueur, et le barrage etait place a 3",4o 
environ de son origine d'amont raccordee d'ailleurs avec les parois du canal 
rectangulaire, La longueur AB {Jig. i6) de ce barrage etait i '",o3o=L, et 
Ton avait, par suite de I'indinaison des talus, le rapport 

DE 0,8ll / rr 

EC 0,577 '^ 

d'oii 

L' = L+2rH=i'", 030 + 2,811 .H; 

enfin, la hauteur S du barrage etait o™,352. Des experiences comparatives 
fitites avec ou sans tube ont montre que, pour tenir compte de la presence 
de celui-ci contre la crete du barrage pendant Tecoulement, il suffisait de 
reduire, dans le rapport constant de i a 0,978, la largeurmoyenne \ (L'h-L) 
de la siection A;={(L'-f-L) H du deversoir dans le second facteur de la 
formule 



Q = v/r--i^. A 



V^:- 



Le tableau suivant contient les resultats de T observation et ceux du 
calcul ; on y a designe par un asterisque ceux qui correspondent aux cas oil 
le tube indicateur des charges restait en permanence contre la face d'amont 
du barrage. Les experiences ont ete executees du 1 3 au 1 7 juillet 1 848. 
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H 
Consequences de ces resultats.* — Les valeurs de — donnent lieu aux 

memes observations que dans les series d'experiences precedente$; elles 
varient en sens inverse de H pour les nappes libres comme pour celles qui 
sont noyees en dessous : elles sont un peu plus gi-andes, dans le premier cas, 
que pour les canaux recta ngulaires, et un peu plus petites dans le second. 

L'ensemble des rapports contenus dans la derniere colonne des tableaux 
n°"XIIet XIII montre que ces rapports diminuent, pourune meme pente 
des talus, quand les charges augmentent, et, pour une charge determinee 
quelcotique, a mesure que les talus s'inclinent a I'horizon, resultats qui, tous 
deux, viennent a Tappui de T explication que nous avons donnee de la 
necessite d'appliquer des coefficients numeriques a notre formule dans le cas 
des canaux a talus. De cette explication et de la grandeur de ces coefficients, 
il ressort aussi que, dansce cas encore, la formule proposee tient compte 
des elements principaux de I'ecoulement , de tous ceux auxquels il est pos- 
sible d'appliquer directement le calcul. 

j4pplications pratiques. — L'evasement des sections d'amont de la veine, 
cette espece de dilatation geometrique qiii exige des coefficients de correc- 
tion, introduit dans les calculs un element variable avec le degre d'accrois- 
sement des largeurs a partir du foild du courant; mais il est facile de voir 
qu'on sera generalement dispense d'en tenir compte dans les cas ordinaires 
de la pratique. En effet, dans les experiences du tableau n** XIII, ce degre 
d'accroissement avait ete porte a sa limite superieure, puisque la largeur du 
fond etait nulle, et les talus a Tinclinaison naturelle des terres. Or, si, deja 
dans ce cas extreme, et pour la charge de p™,2oo, le coefficient atteignait 
la valeur o,84, on pent certainement admettre que, pour les canaux ordi- 
naires dont la largeur, au fond, est d'environ cinq fois la profondeur, et, a 
plus forte raison, pour les rivieres, ce coefficient devient inutile. Enfin 
on pent s'en affranchir tout a fait en recoupant les talus sur une lon- 
gueur de 3 metres en amont et de i metre en aval du barrage, et soutenant les 
terres &vec quelques planches; car on rentrera ainsi dans le cas des canaux 
rectangulaires. Quant aux petits canaux en bois qui se rencontrent dans 
quelques localities, les coefficients qu'il convient de leur appliquer sont ceux 
du tableau n^ XII. 

Obsefvation relatwe aux jaugeages effectues oMerieuremerU dans des 
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canaux ^troitsa section trapezoidale . — Dans le cas ou'ces jaugeages auraient 
ete faitsau moyen d'undeversoirsans contraction laterale, et enappliquanta la 
formUle ancienne Q = LH y/sg^H les coefficients jusqu'alors usites, on aurait 
admis une evaluation de la depense d'eau trop faible par one double raison. 
liC tableau suivant contient les coefficients qui conviendraient aux deux 
cas de nos experiences : 

Tableau N" XlV- 
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BARRAGES NOVES. 

Les experiences concernant cette question , ainsi que toutes celles qu'il 
nous reste a rapporter, ont ete faites dans le canal rectangulaire. A 7^,70 
du barrage d' experiences et dans la portion elargie du canal , on a ^tabli , 
pour faire gonfler les eaux d'aval , un barrage dont on variait a volonte la 
hauteur : le volume liquide debite par le premier s'ecoulait, tantot en 
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deversoir par-dessus I'obstacle, tantot par une fente verticale, orifice que 
nous nommerons du troisieme genre,, et sur la depense duquel nous vou- 
lions obtenir quelques doniiees experimentales. Dans Tun comma dans 
Tautre cas, le plan moyen de la surface fluide, a une faible distance en ailiont 
de Tobstacle, devenait a peu pres parallele au fond du canal , mais cette 
surface etait generalement ondui^e. Entre ce point, oil le remous etait a sa 
plus grande hauteur, et le barrage d'experiences, il se produisait des phe- 
iiomenes varies : d'abord le courant tombant de ce barrage suffisait pour 
refouler le remous et degager la nappe /de sorte que, ni la forme de ceDe-ci, 
ni la depense de Torifice ne subissaient d'alteration^ ( * ) : nous citerons une 
experience avec nappe noyee en de^sous, dans laquelle la charge H, sur le 
seuil du deyersoir, etant o", 1 96, le courant forme en aval refoulait le remous 
jusqu'a 3 metres du barrage. La hauteur de ce remous etait de o",245 a 
©""^aSo, et les eaux d'aval s'ecoulaient en deversoir. La partie inferieurede 
la nappe du premier barrage etait raccordee avec la surface superieure du 
remous par une surface d'abord concave , puis sensiblement parallele aufond 
du canal, puis eii contre-pente a peu pres plane ^ et enfin presentant un talus 
courbe. La section oil les filets etaient paralleles avait pour hauteur 0^,09, 
et pour largeur 0^,900 ; le volume liquideecoule parseconde etait d'aiUeurs 
o-%i7898. 

L'influence du remous sur la depense ne commehcait reeUement a se faire 
sentir que quand il s'elevait jusqu'a o™, 1 5 environ en dessous du plan hori- 
zontal passant par le sommet de la nappe du deversoir. hsifig. 1 7 representele 
profil des surfaces liquides pour cet etat dusystemehydraulique. Enaugmen- 
tant un peu Tobstacle d'aval, on faisait naitre, entre la nappe et le point cul- 
minant du remous, uneserie d'ondulations tres-saillantes, suivies d'une sur- 
face en contre-pente et couronnees par une petite vague repliee sur elle-meme 
{fig- 19). L'obstacle au degagement des eaux d'aval s'accroissant encore, 
ces ondulations disparaissent , la partie superieure du remous se rapproche 
progressivement , et fait retomber sur la nappe, de plus en plus alter^e dans 

(*) Cette independance remarquable entre deux masses liquides en mouvement et formant un 
courant continu pourrait s'expHquer, commele phenomene des tubes hydrostatiques,par lespressions 
dues k la courbure de leurs surfaces et aux attractions reciproques des particules rangees sur un 
meme filet courbe. 
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sa forme, de petites vaguesqui s'y brisent {fig- i8). II semble que le talus 
courbe qui soutient le gonflement s'ecroule, en quelque sorte, periodique- 
ment vers ramont. EnBn, dans un dernier etat des phenomenes, le bief 
d'aval presente une surface unie et tranquille, et la courbure de la nappe du 
deversoir reste a peine sensible [fig* 20 et 21). 

C'est la limite a laquelle nous nous sommes arrete. Dans ce dernier cas, 
les charges et les epaisseurs de la nappe liquide ont ete obtenues par nivel- 
lement; mais le tube hydrostatique est reste immerge centre la fare d'cininnt 
du barrage. 

La hauteur S de ee barrage etait o"^,337 ; sa largeur L,reduite de c>"',o:i 1 
pour tenir corupte de la partie interceptee par le tube, etait 0^,877. Les 
experiences ont ete executees du 1" au 5 septembre i847* 

A tin de donner une idee des modifications de courbure que subiss^it la 
nappe du deversoir, nous avons inscrit, dans le tableau suivant, en regard 

des valeursdu rapport n' q"i avaient effeetivement lieu, celles qu'aurait 

prises ce rapport si recouleiuent eut etc libre et sous les menies charges, la 
nappe n'etant pas detachee du barrage. 
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Nous observerons que le volume d'eau depense par le deversoir, avant de 
se rendre dans le ba^sin de jauge, franchissait un orifice dont recoulement 
etait necessairement soumis a une sorte de periodicite par suite des fluctua- 
tions que le choc de la veine liquide imprimait , dans les six premieres expe- 
riences, a la masse d'eau situee entre ce courant et le debouche d'aval, cir- 
constance alaquelle sont dues, tres-probablement , les differences que Ton 
remarquera entre les rapports contenus dans la derniere colonne de ce 
tableau, Mais I'enseinble de ees rapports nioulre que Ton peut calculer (a 
depense des barrages noyes, par la nouvelte forniule et au moyen des niemes 
observations que dans le cas des deversoii*s versant librement Teau dans le 
canal de fuite^ et pour les nappes non isolees du barrage. 

Quant a Tancienne formule employee potir calculer le debit des dever- 
soirs, il sufBt de voir les variations considerables et irregulieres de ses coef- 
jicients pour reconnaitre qu'elle ne serait d'aucun usage dans la pratique 
[lOur le cas des barrages noyes. 

BARRAGES OBLIQUES ET BAflaAGKS EN CHEVRONS, 

f/etablissement dun barrage transversal pouvant donner lieu, en amont, 
a une surelevation du niveau du cours d'eau, nLiisible aux riverains, on sera 
quelquefois oblige de debiter le volume a jaugeren diminuant, le plus pos- 
sible, la charge sur le seull du devei^oirj c'esta-dire en aiignientant la lon- 
gueur de celui-ci. Le but pourra etre attemt, soit an moyen d'un barrage 
oblique a la direction du courant, soit par la reiniion de deux barrages 
obliques, forniant une ligne brisee, et qu'on nomme barrage en che- 
vrons; constructions bien connues dans le service de la navigation des 
rivieres (*). 

M- Mary a fait, sur ce genre de deversoirs, quelques observations dont 
les resultats tendent a montrer que la depense d'uu barrage en chevrons est 
la meme que celle d'un barrage oblique de meme etendue, etabli dans le 
ineme canal, et que le debit de ce dernier barrni^^e augniente avec sa lon- 
gueur correspondante il difTcrents dci^^res d'obliquite TM, 

( *) Foir le Cours de Construction de M. Minard (Paris, i84i )• 

(**) Foir\e resume lUhographie du cours de navigation fait par M. Mary k r docile d«s Fonts et 
Chaussees (1842-1843). 
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PouF resoadre la question p«r de$. jaugeages directs, sons avons fiiit les 
trois s^es d*eii;pepieBees et d'ohsenratioiiis suWaales : 

I "*. Barroiges obUques. — En amont d*uii barrage obliquei^ les filets liquides 
sont des Kgnes paralleles a la longueur du canal, jmsqu'i une tves^HUe di^ 
tance de la crete du barrage oil iis se detoarnent pour prendre une nouvelle 
direction depracbnte de leur yitesse et cle Fobtiquite de ce barrage. Gepen- 
dant les particules fluides. les plus voisines des rives du cours d'eau coab- 
nuent a en sutvre la direction , ce qui constitue a chaque extreiaite du bar- 
rage un deversement particulier raccorde avec reoaemble de la nappe par 
une surface courbe, qui est convexe dans Tangle aigu et concave dans Tangle 
obtus du cote d'amont. La gerbe liquide qui tovibe de oe dernier angle se 
goofie au moment d'atteindre le fond du bief d'a^yal, et se petoume vers le 
pied du barrage en s'elanqant parallelem^it a eelui-ei; mouvements qui 
doivent devenir, dans le lit des cours d'eau, une cause energique de des- 
truction , et exiger des constructions defensives pisirticulieres, s*etendant le 
long du pied du barrage jusqu'a 3 metres environ de la rive avec laquelle 
celui-ci fait un angle obtus du cote d'amont. Les experiences ont ete execu- 
tees sur deux barrages vertieaux en madriers^ avec seuil en biseau, et 
glacis a 4^ degres, conformen^nt au type que nous avons adopte. La 
direction de Tun de ces barrages faisait, avec les parois du canal d'ex- 
periences, un angle de 4^ degres, c'estaKiire que son inclinaisoa , sur ces 
parois, etait, suivant le langage de la pratique, a {; celle du second etait 
a 2 de hauteur sur i de base. Les experiences ont ete executees (ainsi 
que celles relatives au barrage en chevrons , qui nous occuperont tout a 
Theure), du 24au 28 septembre i847.Voyonsd'abordcomiiient variait ici 

le rapport — ' 
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Tablkau N" XVI. 
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Ces observations se rapportent toutes au cas des uappes libres, ou deta- 
chees dti barrage; en les coinparant u celles qui out ete faites sur les barrageis 

perpendiculaires au courant, et rappoitees (>lus haiit, on voit que, touU*> 

H 
choses etant egales d'ailleurs, le rapport - est plus petU pour les barrage?* 

obliques a | que pour les barrages normaux. Toutefois, !a difference est 
assez faible pour qu il soit permis d'admettre qu'elle serait negligeable dans 
le cas d'une obliquite inferieure a celle-ci, I /obi i quite augnientant. le rap- 

H 
port — diminue, inais lentement ; car cette inelinaison croissant de j a ^, ii 

varie seuleinent de r^ environ. 

Passons main tenant au\ resultats des experiences de jaugeage^ compris 
dans le tableau qui va suivre. Nous observcrons d'abord que, en vertu 
des phenomenes particuliers de niouvement pioduits par T obliquite de^ 
barrages, phenomenes dont on ne saurait (enir compte par ie calcul , 
la depense par metre courant de la longueur de ces barrages ne peut 
etre la meme que pour ceux dont la direction est perpendiculaire an 
<*.ours d'eau. Ainsi, nous deduirons simplement des resultats d' experience 
la valeur du facteur y/i — A*, qui convient a ces nouveaux cas. Seconde- 
ment, nous devons prevenir que, dans toutes les experiences, la nappe 

25. 
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liquide etait detaciiee du barrage. Enfin, le tube indicateur des charges etant 
reste en permanence contre la face d-amont du barrage , il y a lieu de faire 
la correction ordinaire sur la largeur totale de celui-ci. 



BARRAGES OBLIQUES ; NAPPES LIBRES. 
Tableau N^ XVH. 



H 


J 


t 


D 


J 1 

- Oil y 1 — * 


( 


3bliquite -|- S -- 


= 434 L = I , 


284 -^21 = 1 , 263 


\ 


62,5 


i,o35 


539^0 


34,568 


, 393 


89,7 


974 


292,0 . 


60,048 


0,394 


120,0 


1,012 


196,0 


92 » 949 


0,390 


i36,o 


1 ,026 


i63,o 


ii3,3i3 


0,392 


157,0 


1,019 


i3i,o 


i4o,o3r 


0,392 


186,0 


1 ,020 


101 ,0 


181,802 


0,387 


Mqtenne . . i 


0,391 




Obliquite | S = 


= 458 L = 2,017 — 2^ = *>996 


55,0 


I ,0745 


446,0 


43,370 


0,378 


70,5 


1,044 


3oo,o 


62,647 


0,375 1 


89,7 


1,012 


200,0 


91,090 


0,377 


ii4,o 


960 


i3i,o 


1 31,923 


o,38o 


187,0 


1,027 


106,5 


173,597 


0,377 


i52,5 


1,004 


87,0 


207,747 


0,382 


M01 


fKNNE 


0,378 





Le facteur ^i — k de notre nouvelle formule est evidemment constant 
dans chaque serie, comme pour les barrages perpendiculaires au courant, et 
le meme cas des nappes libres. Ce facteur diminue quand I'obliquite aug- 
mente, mais si faiblement, qu'on pourrait en adopter la valeur moyenne 
o,385 pour toutes les obliquites quise presentent dans les applications pra- 
tiques« Enfin, on voit que la depense par metre courant de la longueur d'un 
barrage oblique n'est pas egale a celle du barrage normal , comme on le 
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pense generalement ; mais qu'elleest plus faible moyennement dans le rap- 
port de 385 a 4i7) OU de I a i,o83. 

2**. Barrage en chevrons. — Le barrage etait vertical et a biseau sur toute 
son etendue, selon le type general adopte; ses ailes ga: et bd {fig. 22) 
faisaient un angle de 45 degres avec les parois du canal. Conime, dans toute 
construction de ce genre, quand elle est permanente, on ne doit point ad- 
inettre d'arete verticale saillante exposee au choc du courant, les deu\ ailes 
aeet h(l ontete raccordees par un arrondissement circulaire ao^. Outre len 
mouvemeiits particuliers qui ont Heu aux extreniites des barrages obliques, 
il se produit, au saillaut dun barrage en chevron , par suite de la rencontre 
des filets convergents, un gonflement , une sorte de crete liquide a section 
arrondie et croissante de haut en bas, 11 est certain que Ton ne saurait a 
priori assigner a Tinfluence de ces phenomenes sa valeur exacte, niais il 
parait probable qu'elle pourra se traduire par une diminution dans la lon- 
gueur hbre du barrage. Designaut done par.*: la qnatitite qu'il convienl de 
substituer pour L dans la fnrmule gencrale 



D = sJx~hAM /%g ^ =}Ji-k,xM, 



V -(:4 



UOU5 cbercberons d'abord la valeur de 

t 1 D 

Dans ces experiences, la nappe etait coustamment detachee du barrage; la 
hauteur S de celui-ci etait o''',4^^? '^ longueur des ailes, mesuree sur les 
aretes vives ar, bd du seuil du deversoir, etait de o"\633 ; le tube indicateur 
des charges est reste ininierge centre le plan d'amont d'une de ses ailes. 
et fbumissait, dans toute la longueiu^ du barrage, jusqu'a une trcs-laible 
distance des parois du canal ^ les memes hauteurs de colonne hydrostatifiue; 
luais Tepaisseur e de la nappe etait un pen plus forte au-dessus de rarroii* 
tlissernent nob que dans les autres points, oil elle etait cons tan te, a T excep- 
tion touteibis des deux extrcmites c et d, coiitigues aux parois du canaL \i^ 
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oomparaison des vaieurs de ^ el de H a donne les resultate suivants 



H 87,7 

H 



ii5 141 i65, 

i,!22i 1 9^04 19^04 1,204. 



Ija valeur du rappor^; — est done un peu pliis grande pour un barrage eii 

chevrons que pour un barrage droit, de meme hauteur et de meme obli- 
quite, et varie d ailleurs tres-peu avee la charge H. 
Passons aux consequences du jaugeage experimental. 



BARRAGE EN CHEVRONS; NAPPES LIBRES. 



Tableau N» XVIII. 



H 


J 


( 


D 


x^l-k 


87>7 
ii5,o 

i4i,o 

i65,o 


974 
1,043 
i,o52 
i,o6i5 


3oo,o 
2i3,o 
157,0 

122«5 

MOYI 


58,446 

88,i5i 

120,625 

1549450 


0,501076 
0,498104 
0,498542 

o,5oooo 


0,499431 





l^a quantite ^^ i — ke^t independante de H, et, par suite, il en doit etre 
ainsi du facteur y^ i — k, que nous avons trouve constant dans tons les cas exa- 
mines jusqu ici, des nappes libres et des canaux rectangulaires; il est, de plus, 
a peu pres certain que la valeur de ce facteur est la meme que pour le bar- 
rage oblique de meme inclinaison , au moins en ce qui concerne Fecoulement 
par-dessus les ailes oe, bd de celui qui nous occupe; de sorte, que la ques- 
tion se reduit a Tappreciatipn de Tinfluence des mouvements de convergence 
qui ont lieu sur I'arrondissement aob. Or, en divisant la quantite moyenne 
0,499431 par la valeur 0,891 de y/i — kj trouvee tout a Theure pour le 
barrage oblique a j, on obtient la longueur x = 1^,277; d'un autre cote, 
la somme des longueurs des ailes est i'",266, qui, diminuee de o",03i pour 
la correction ordinaire relative a la partie interceptee par le tube, se reduit 
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a i"*,245- Cela pose, rwnarquons que les filets liquides se pr^sentaient nor- 
nialement a la corde ai = o™,o65 de rarrondissement : done, sans les effets 
de la convergenee des filets dans Tangfe saillant, il faudrait ajouter la lon- 
gueur o°*,o65 de cette corde a celle des ailes; par suite des memes effets, 
c'est une fraction seulement de cette longueur qu'il faut ajouter pour tenir 
compte de la quantite d'eau qui passe au saillant du chevron. Quelle est 
eettc fraction? La longueur totale d'ecaulenient libre trouvee par le calciil 
est ! 

t^,a77 = i™,a45 + o'*,o3*i = (ac -\- Arf — o",oai) -h{ab; 

iioii resulte cette regie pratique : 

Le volume liquide debite par an barrage en c/ieiTons est egal a velui tjm 
passerait dans le meme temps par-dessus an barrage droit de meme obit- 
(jiMepar rapport au courant damont et dont la longueur serait ega/e a la 
somme de ceihs des ailes da ckei^ron aagmentie de la mokie de la corde dr 
iarrondirSsemerU au saiUant {*). 

BARRAGES ETABLIS DANS tINK POftTIOW DE CANAL DONT LA LaHGEUH EST 

VARIABLE. 

Pour soumettre a une derniere epreuve les moyens d 'observation et dt- 
talcul proposes, j'ai fait etablir, dans la portion a parois divergentes NMPQ 
{Jig- 3)dLi canal d' experiences, un barrage vertical per pen dicul aire a Taxe 
de longueur de ce canal, et presentant la forme-type adoptee jusqu'ici, 

Ge barrage avait une largeur de i™jig6, qui, diminuee de la quantite 
constante o"'^,o2i , pour tenir compte de la presence du tube hydrostatique, 
donnait L = i"*,i75; la hauteur de sa crete, au-dessus du fond du canal, 
etait o",453. Le tableau suivant contient les resultats observes et ceiix du 
calcul. Fjes experiences ont ete executees le i" octobre 1847^ 



(*) Dans ie cas oii cette corde aerait oblique a Taxe dii canal , il faiidrait 1» remislacer ^r sa pro- 
jection perpendiculaire k cet axe. 
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BARRAGE DANS UN CANAL DE LARGEUR VARIABLE; NAPPES LIBRES. 

Tableau H^ XIX. 



H 


e 


H 


J 


t 


D 


VAliEURS DE v'l-A, 
resultant 


du cjIcuI. 


de robservation . 


89,2 

127,0 
127,0 

160,0 


,3,8 

.io5,5 
io5,5 

i32,3 


1,201 
I,205 

I ,2o5 

1,209 


. 96' 

1020 
1016 

1007 


n 

3oi ,0 

i85,o 
184,0 

MOTRNNl 
126,5 


lilrec 

57,4:5 

99,254 

99.4oa 


0,4090 


o.4«54 
o,4i»5 

o4i58 


o,4ii4 
0,4l20 


0,4117 

o,4i54 


143, 3o5 



La premiere valeur du facteur sjx — A-, calculee par la formule 



V'l — A- = 



D 



,H lis S 



ne difFere que de -^ de celle qui resulte de Tobservation de H et de e, dif- 
ference qui, d'ailleurs, peut provenir d'une legere erreur dans ces observa- 
tions. Quant aux autres, on voit que les resultats du calcul s'accordent par- 
faitement avec ceux de Texperience. Pour se rendre compte d'une precision 
aussi remarquable et plus grande que celle qui a ^te obtenue en appliquant 
la meme formule au cas des nappes libres dans le canal a parois paralleles, il 
faut se reporter a ce que nous avons dit des mouvements de deviation des 
particules liquides qui affluent du fond du canal : ces mouvements resultent 
d'une tendance que les faisceaux de filets, arrivant vers les angles du dever- 
soir, ont a s'epanouir transversalement , et interviennent comme une cause 
perturbatrice, trfe-faible, il est vrai, mais sensible. Or, ici, Tepanouisse- 
ment de la nappe se faisait graduellement , par I'elargissement progressif 
du canal. 

Ainsi se trouvent confirmees, non-seulement Fimportance pratique de la 
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formule et des moyens d'observation proposes , mais , en outre , les consi- 
derations que nous avons presentees sur Tinfluence de certains phenomenes 
accessoires que I'analyse ne pent encore representer. Toutes les questions 
de THydraulique, lorsqu'on les etudie au point de vue de la realite phy- 
sique, presentent des faits analogues qu'il faudra, pendant longtemps pent- 
etre, observer, puis classer logiquement , avanl de pouvoir etablir la science 
sur ses veritables bases. 



SECONDE PARTIE. 
JAUGEAGE DES COURS D'EAU 

A FAIBLE OU A MOYEITOE SECTIGN. 



ORIFICES AVEC CHARGE SUR LE SOMMET ( * ) , 

Quelque simples que soient, en general, les operations auxquelles doiuie 
lien le jangeage des courants liquides a section pen etendue par la methods 
des deversoirs sans contraction lattTale, dont nous avons pose les bases dans 
la premiere partie de ce Memoire, il peut se presenter des cas (celui des ca- 
naux d'irrigation par exemple) oiil'on trouve plus facile d*employerun bar- 
rage laissant coaler Teau en dessous. La connaissance des lois de ce genre 
d'ecou lenient est, en outre ^ importante pour la pratique des usines, qui en 
office de frequents examples : enfin, au point de vue physique, il est interes- 
sant de considerer le [)henomene des veines liquides dans les circonstanees 
les plus elementaires de leur formation, etude dont nous avons deja deduit 
quelques consequences utiles pour le cas inverse des nappes deversees. 

I . Ces experiences ont ete executces dans Tobservatoire hydra uli que pre- 
cedemnient decrit. On a etabli success ivenieiit, dans le canal de 70 metres dc 



{*) Les recherches experimen tales qui font Tobjet de cette partie ont ete, comme les precedentes, 
honoreesde Tapprobation de TAcadprnie des Sciences {voir\es Comptes rendcis des seances de I* Aca- 
demic des Sciences, tome XXVIH ). 

XJCXllP Cahier. 26 
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longueur, deux barrages verticaux en planches, laissant entre eux et le fond 
du canal un intervalle occupe par une vanne qui permettait de &ire varier 
la hauteur de Torifice. Le premier de ces barrages avait, ainsi queles orifices 
correspondants, o'^jQOo de largeur ; le second etait place a rextremite d'aval 
du canal d'experiences, qui presentait une largeur de i°',638encetendroit, 
oil il forme un bief a parois verticales sensiblement paralleles, relie au prece- 
dent par un raccordement de 3", 80 de longueur {fig. 2) ; le seuil et les 
cotes verticaux des orifices laisses en dessous de ce dernier barrage etaient 
prolonges, jusqu'a o™, 1 7 en aval, par des planchettes tres-minces en saillie, 
raccordees sans aucun ressaut avec le fond et les parois laterales du canal, 
de sorte qu'il n'en resultait point de contraction : ce dispositif etait neces- 
saire pour la mise en communication du canal d'experiences avec le bassin 
de jauge; il reduisait la largeur de la veine a i'",6o6. 

Les charges ont ete relevees directement a une assez grande distance en 
amont des barrages, pour que Tobservation n'en fiit pas troublee par les 
mouvements superficiels de remous auxquels I'ecoulement donne lieu. 

Les nioyens de jaugeage direct etaient ceux que nous avons decrits pre- 
cedemment. Dans les experiences qui sont Fobjet de cette seconde partie, on 
a considere les cas suivants : 

i"". Orifice sans contraction sur le seuil , la veine s'ecoulant librement dans 
le canal de fuite prolonge jusqu'a i i™,5o en aval ; 

2**. Memes circonstances, mais le seuil de Torifice etant prolonge seule- 
ment a 0^,17 en aval, c'est-a-dire jusqu'au point ou les vitesses de transla- 
tion des particules liquides devenaient sensiblement paralleles ; 

3°. Meme orifice qu'au n** i , la veine etant genee par un barrage place a 
1 o metres en aval ; 

4°. Orifice avec contraction sur le seuil et veine libre ; 

5**. Meme orifice, la veine etant modifiee par Tinfluence d'une vanne de 
fond, placee a 3 metres en aval. 

Ainsi que nous nous en sommes fait une loi dans tous nos travaux, nous 
commencerons par Texamen des proprietes physiques observees dans ces 
differents cas du mouvement des courants liquides. 
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CHAPITRE PREMIER. 

\ 

DONNEES NATURELLES. 

2. Orifices sans contraction sur le seuil^ la veine coulant Ubrement dans 
an long canal de meme largeur. — Lorsque Torifice est place sur le fond d'lm 
canal de meme lar^eur, les particules liquides, ariivees a nne distance DE 
{fig^ ^3) de cet orifice , croissante avec la charge, prennent brusquement 
une acceleration rapide pour se precipiter vers la section d'ecoulenient GE; 
le profil de la surface superieure CAF de la veine se compose d*nne courbe 
concave CAB, qui se raccorde par une longne Itgne en contre-pente BF avec 
un gonflement suivi de quelqnes ondulations pen prononcees ; a une distance 
EG de I'orifice, croissante avec la charge, les filets ou routes moyennes des 
particules liquides deviennent, pour un instant, paralleles, d'oii il resulte une 
section contra ctee AG ; cette contraction a lieu uniformement sur la largeur 
de la veiue jusqu'a une distance dequelques millimetres des parois du canal de 
fuite,contre lesquetles il se produit un gonflement 6rtc, phenoniene analogue 
a celui du renversement des velnes issues d'orifices noncirculaires en minces 
parois, Ainsi la contraction qui a lien dans un sens est encore ici accompagnee 
d'une dilatation, trop faible toutefois, et occupant une portion beaucoup trop 
restreinte de la section AG pour que faire de cette section de la veine ne soit 
pas plus petite que celle de toutes les autres, Ayant releve les epaisseurs mi- 
nima AG, pour different es charges, nous appellerons coefficient de la con- 

traction gcometriqjie le rapport ^ de ces epaisseurs aux levees de vaiine; 

le tableau suivant contient les resultats de ces observations, Les dimensions 
y sont expriniees en millimetres. 
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Tableau N« XX. 



MUUEROS 


LEVEE 


CHARGE 


HACTEOH 


COEFFICIENT 






tur 


de 


dela 


d'ordre. 


de vanne. 


le somfnet de Torifiea. 


la MCtion conlracKie. 


coDtraetion gdometrique 


I ' 


99.7 


53o,o 


59,0 


0,592 


2 


99.4 


265,6 


58,3 


0,586 


3 


99»4 


6i,6 


57,0 


0,574 


4 


99.4 


56,1 


57,0 


0,574 


5 


99.4 


• 44." 


57,4 


0,577 


6 


48,5 


566,5 


3o,o 


0,618 


7 


48,5 


454.5 


9.9,0 


0,598 


8 


48,5 


3i2,5 


2719 


0,575 


9 


48,5 


i48,o 


27,0 


0,557 



Consequences des resukats precedents. — Dans ces observations, la levee 
de vanne a varie de i a 2,o5, et les charges sur le sommet de i a i2,3; il 
resulte de leur ensemble que le coefficient de la contraction geometrique 
varie, quoique faiblement, avec la levee de vanne, et qu'il depend surtout 
de la charge sur le sommet : celle-ci augmentant a partir de zero, le rapport 
precite diminue d'abord, atteint bientot un minimum, puis augmente avec 
elle. Ces variations peuvent s'expliquer en considerant, d'abord, que la 
courbure cfb des premiers elements de la veine, nulle quand la charge sur 
le sommet Test aussi, augmentant avec cette charge, presente a la chute des 
molecules une pente plus rapide et tend a leur faire prendre une plus 
grande acceleration de vitesse; mais cet efFet est tres-limite, car, a partir 
d' une charge sur le sommet, qui doit peu difFerer de la hauteur de levee de 
vanne, les molecules qui tombent en C et celles qui arrivent horizontalement 
a Torifice sont animees de vitesses a peu pres egales, de sorte que Tangle de 
depart de la surface superieure de la veine reste a peu pres constant; de 
plus, la resistance des parois augmentant avec le carre de la vitesse, c'est- 
a-dire avec la charge, intervient encore pour limiter I'acceleration et, par 
suite, Tamincissement de la veine. D'un autre cote, le debit du courant aug- 
mentant avec la charge, sans que la pente ni la largeur du canal de fuite 
s'accroissent, il en resulte necessairement, a une certaine distance en aval, 
un gonflement plus considerable et une reaction plus efficace sur la veine. 
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Si le canal de fuite etait suffisamment prolonge, la saillie de ce gonflement, 
ajoutee a la hauteur due a la vitesse moyenne des molecules dans sa section, 
representerait la charge initiale ou tete d'eau necessaire pour engendrer la 
vitesse du regime uniforme, correspondant a la depense de liquide, ainsi 
qu'a la pente du canal d'aval : de sorte que, si cette pente etait assez rapide 
pour que la vitesse moyenne du regime uniforme fut celle qui a lieu dans la 
section contractee, le canal de fuite, a partir de la section AG, n'exercerait 
plus aucune influence siir Tecoii lenient, et hi^^randeur relative de la contrac- 
tion sera it a tres-peu pres independante de la charge sur rorifice, a partir 
d'une faible valeur de cette charge. Dans les coursiers courts et horizontaux 
ou pen inclines, le courant d'aval se gonfle progressivement jusqu'a ce qu'il 
ait atteint ime hauteur egale a la charge necessaire pour produire Fecou la- 
ment de tout le volume debite par une sorte de deversoir. 

3, Coefficient de la contraction geometrique, in veine etant genee par 
un barrage. — Avec la levee de vanne de 0^,0997, lorsque le courant 
d'aval etait gene par un barrage produisant un remous qui retombait sur la 
veine jusqu'a o",4o de rorifice, c*est-a-dire vers Tendroit dela section con- 
tractee, la valeur du coefficient de la contraction geometrique a ete trouvee 
egale a 0,602 pour une charge de o™,42o sur le sommet de Torifice. Pour 
la meme charge et la veine libre, ce coefficient cut ete 0,69 1 ; rapport, i ,0 1 9. 

J^. iiu ou la veine tombe iihretnent daiis f atmosphere apres amir pris 
le paralleUsme qui caracterise in section contractee. — Les conditions dn 
phenomene sont changees quand le canal de fuite n'est prolonge que de la 
quantite necessaire pour faire acquerir a la surface superieure de la veine 
une direction parallele a celle desa face inferieure, Dans ce cas, ainsi que le 
fait prevoir Texplication precedente, le coefficient de la contraction geome- 
trique, a partir d'line tres -petite valeur de la charge, en est sensiblement 
independant, resultat analogue a celui que M* Poncelet a obtenu pour les 
Tannages de sa roue verticale a aubes courbes suivis de coursiers courts, 
inclines a | ou a ^ en dessous de F horizon, et terniines par un arc de cy- 
lindre circulaire aboutissant a un ressaut brusque {*)* Pour le vannage ver- 
tical de I™, 638 de largeur, aveclequel nous avons opere et des levees de 

( * ) Ejrpericnces sur les roues hydrauliqucs a aubes courbes; Melz , 1 827 . 
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vanne comprises entre o'°^02 et o^'^oS, la valeur du coefficient de la con- 
traction geometrique etait, enmbyenne, 0^66. 

5. Observations relatives aux trajectoires paraboliques de la veine. — 
Nous ne quitterons pas le sujet des veines tombant librement dans Tatmo- 
sphere, avant d'avoir rapporte les resultats de plusieurs observations sur la 
forme de leur trajectoire. Ges observations ont ete £dtes avant que I'extre- 
mite du canal d'experiences fut disposee pour les jaugeages : on a releve le 
profil de la nappe superleure au moyen d'une regie verticale ah [fig. 24) 
munie d'une pointe en cuivre, par rapport a I'arete superieure d'une autre 
regie mn maintenue horizontalement , et sur laquelle etait pose un niveau a 
bulle d'air. Dans une premiere serie d'observatipns, le fond du canal etait 
prolonge en aval de Torifice d'une quantite DE = o", 17; on a ensuite scie 
oe prolongement ea kk' a I'aplomb du vannage, pour obtenir une veine 
entierement libre. 

Dans le premier cas, en pla^ant Torigine des coordonnees horizontales et 
verticales de la trajectoire au point A , ou la sur&ce superieure de la veine 
est sensiblement horizcHitale, on pent representer la partie AFG de cette 
trajectoire dans une etendue assez grande, par V equation connue 

On savait deja , par quelques observations de Bossut et deMichelotti, sur 
Tamplitude du jet, que la quantite A, dans cette equation , est inferieure a la 
charge sur le centre de Torifice, lorsque celui-ci est d'une faible ouverture. 
Les resultats inscrits dans le tableau suivant montrent, eh outre, que, par 
les orifices rectangulaires, la difference entre ces deux quantites diminue a 
mesure que la levee de vanne augmente; de telle sorte, qu'a partir d'une 
hauteur d'orifice de o™,o6, on pourra prendre pour h la charge sur le 
centre, quand meme cette charge serait de beaucoup superieure a celle de 
nos experiences, les observations de Michelotti montrant qu'elle n'influe que 
tres-peu sur la difference dont il s'agit. 
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Tablea.0 N« XXI. 



r^VKE 


CHARGE 


VALEUB 


DISTANCE 


de TADDe. 


1e centre do IViflce. 


de*. 


AS. 
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Bo, 3 
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384 
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3o,3 
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323 ' 
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5o,8 
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Lorsque la veine est libre au sortir de rorifice, la surface superieute 
SA'F'C, crabord concave, devient bientot convexe; puis, a une certairie 
fiistance A'B du vannage , quand la nappe infeneure s est suffisanimeal 
inflechie, la nappe supmeure prend iin profil sensiblenient parabolique, 
representee avec ime approximation sufiisante pour la praticjue, par Tequa- 
tion ordinaire de la trajectoire des projectiles dans le vide^ 



y = 



4 h cos" 



x^ ^ X tang 9, 



9 etant Tangle a rborizon de la tangente a la courbe en son origine A\ 
Pour les niemes charges sur le centre de T orifice, et les niemes levees de 
yanne, la distance A' B et la quaritite h ont a pen pres les memes Taleurs ijiie 
dans le cas precedent, de sorte que les observations faites pour ce cas sur 
les variations de ces elements s'appliquent encore icip 

Nimveaux resaUats voneer riant les proprietes des colonnes kydrostatirpivs. 
Knsemble de la question de la consen^ation des pressions dans les immis 
fl Hides, 

Lorsque Ton plonge, de 1 exterieur a Tinterieur, dans le plan d'un des 
orifices sans contraction laterale qui nous occujjent, Touverture de la 
branche inferieure d*un tube recourbe, Teau s*eleve dans sa branche ver* 
ticale a une hauteur sensiblement egale a celle du niveau d' am ont, en ex- 
ceptant toutefois le cas oil cette ouverture arrive a quelques millimetres des 
cutcs de Torlfice sur lesquels la contraction se produit : dans cette region^ 



^iy 



208 MI^MOIRE 

les mouvements des filets exercent une influence perturbatiice qui occa- 
sionne une depression dans la colonne hydrostatique. Les memes effets 
se produisent lorsque Tentree^ du tube penetre dans le bief alimentaire en 
amont de Torifice. Enfin, dans les cas d'ecoulement representes par la 
fig. 23, si Ton retire graduellement le tube vers Taval, le sommet de la 
colonne hydrostatique se maintient sensiblement a la hauteur du niveau 
d' amont jusqu'a ce que T entree inferieure du tube corresponde a la sec- 
tion AG oil les filets sont paralleles et sans courbure ; en ce moment, il se 
produit dans la meme colonne des oscillations brusques et considerables, 
et, un pen plus loin, une depression permanente. 

Ayant ouvert, dans un barrage vertical fixe en travers du canal de 0^,900 
de largeur, un orifice rectangulaire en minces parois avec contraction surles 
quatre cotes, qui donnait lieu a une veine tombant sur le fond du canal oil elle 
s'epanouissait, j'y ai egalement plonge la branche inferieure d'un tube re- 
courbe, en amont et en aval du plan de Torifice. II s'est produit dans la 
branche verticale de ce tube des effets analogues aux precedents, et les 
oscillations ainsi que la depression tres-sensible de la colonne hydrosta- 
tique avaient lieu quand I'entree du tube correspondait a la section oii ache- 
vait de s'accomplir le rerwersement de la veine, c'est-a-dire vers Tendroit 
du maximum de convergence des filets provenant des cotes de Forifice. En 
outre, meme quand le tube etait plonge en amont de la section precitee, il 
s'y produisait encore une depression des qu'on I'approchait a quelques mil- 
limetres de la surface de la veine. Ces phenomenes sont evidemment du 
meme ordre et sont dus aux memes causes que ceux que nous avons 
observes et decrits a Toccasion des nappes formees sur les deversoirs. I^ 
premiere observation de ce genre parait etre due a M. Lagerhjelm et a ete 
rapportee par M. Poncelet (*) dans les termes suivants : «... En plongeant 
verticalement, au-dessus d'un orifice circulaire pratique dans la face plane 
et horizontale d'un reservoir tres-grand par rapport aux dimensions 
propres de cet orifice, un tube de verre ouvert par les deux bouts, et de 



(*) Experiences hjdrauliques sur les lots de I'ecoulement de I'eau, etc.; par MM. Poncelet el 
Lesbros , page 161 . Ce passage est extrait de ]a savante discussion , faite par M. Poncelet , des resuUats 
des experiences snr Tecoulement de Teau , anterieui*es k Tannee 1826. 
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maniere que son extremite inferieure se trouve situee a une petite distance 
en deca ou au dela du centre de Torifice, on voit constamment le liquide 
s' clever verticalement dans le tube jusqu'aupres du niveau superieur dans 
le vase, et se maintenir sensiblement a cette hauteur tant que Textremite 
inferieure dont il s'agit ne depasse pas d'une quantite notable le bord 
interieur de Torifice » 

F. Savart, dont les Recherches sur la constitution et le choc des veines 
liquides (*) resteront comme une des belles pages de la physique descrip- 
tive, a observe une serie de phcnoinenes qui se raltachent a la meme ques- 
tion, et dont nous citerons les plus iniportants relativement au sujet qui 
nous occupe. Deux reservoirs cylindrlques verticaux dans lesquels, au 
commencement de chaque experience, la surface superieure du liquide se 
trouvait au meme niveau 5 etaient armes chacun d'un orifice circulaire ver- 
tical dont le diametre a varie; ees deux orifices etaient disposes parallele- 
meiit vis-a-vis Tun de T autre, et leui's centres sur une meme droite per pen- 
dicalaire a leur plan, de sorte que les veines qu'ils lam^aient se choquaient 
directement, et leur rencontre donuait lieu a une nappe aureolee, par le 
contour de laquelle se proddisait, en definitive. I'ecoulement du liquide, 

Lorsque les niveaux, dans les deux vases, spnt entretenus constants et a 
la meme hauteur, la depense totale est egale a la somme des volumes liquides 
que peuvent verser les deux orifices dans mi temps donne. La nappe est 
plane, si les orifices ont le meme diametre, et conoide, ou enipsoide,dans le 
cas contraire, pourvu toutefois que le rapport des diametres ne soit pas plus 
grand que 3. II est facile de voir que, dans ce cas, la nappe ne joue pas 
d'autre role que celui d'une surface quelconque exposee au choc normal 
d'une veine, et qui, placee a une certaine distance de Torifice, n'influe pas 
sur sa depense. Mais, quand le niveau de Tun des deux reservoirs est seul 
entretenu constant, il se forme, contre le plan de Torifice de Tautre vase, 
une nappe adherente, et ce vase ne depense rien. Resultat qui, dans le cas 
de rinegahte des diametres des orifices, ne se produit constamment que si 
le plus grand des deux est adapte au reservoir dont le niveau est entretenu 
constant. Lorsque le contraire a lieu , le phenomene se manifeste encore si 

*) Annates de Chimie et de Physique, tomes LUI, LIV et LV. 

XXXUV Cahier. 27 
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les diametres ne different que du simple au double, et la nappe est un co- 
noiide dont le sommet adhere a Torifice du vase qui ne depense pas. Pour 
une plus grande difference entre les grandeurs des orifices, ce dernier vase 
perd une certaihe quantite d'eau, et le niveau s'y abaisse en oscillant 
jusqu'a ce qu'il ait atteint une certaine hauteur en dessous du niveau 
constant de Tautre reservoir. 

Lorsque les deux reservoirs se vident, c'est-a-dire que ni Tun ni Tautre 
n'est alimente, la duree de Tecoulement est la meme pour tons deux., dans 
tons les cas. En outre, si les diametres des orifices sont egaux, la pression 
hydrostatique est constamment la meme sur ces orifices. Si ces diametres sont 
inegaux, mais ne different pas plus que du simple au double, I'egalite des 
pressions statiques pent subsister encore, mais les niveaux sont dans un etat 
d'equilibre instable, que la moindre agitation pent detruire. Lorsque cet 
equilibre est trouble, ou que la trop grande difference entre les diametres 
des orifices d'ecoulement ne permet pas qu'il s'etablisse, le niveau du vase 
arme du plus grand orifice tombe par secousses au-dessous de celui de 
I'autre reservoir, et d'une quantite d'autant plus grande, que la difference 
des ouvertures est plus considerable. 

Lorsque deux vases de meme diametre, armes d'orifices egaux, sont dis- 
poses de maniere que le jet lance par Tun puisse entrer par Touverture de 
Tautre, si Tun de ces reservoirs est vide, tandis que Tautre contient de Teau 
a un niveau, soit constant, soit variable, la masse Uquide se partage egale- 
ment entre eux , et le temps necessaire pour que les deux niveaux arrivent 
a la meme hauteur n'est que les deux tiers de celui qu'il faut pour obtenir 
le meme resultat , lorsque les vases communiquent immediatement par un 
orifice de meme diametre que celui qui lance la veine. 

A ces differents faits concernant les pressions des veines et des nappes 
liquides, nous ajouterons le suivant, relatif aux fluides elastiques : M. Pon- 
celet, analysant les resultats d' experiences executees sous sa direction 
dans les ateliers de M . Pecqueur, sur le mouvement de Tair dans des 
conduites alimentees par un grand recipient a pression constante, a re- 
connu que ces resultats etaient representes par les formules relatives aux 
liquides qu'ii a donnees dansses Lecons a Tecole de Metz; d'oii il resulte 
qu'il ne se produisait point de detente notable dans la conduite, et que la 
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densite etait maintenue jusqu'a Tinstant..'.. « oil le fluide, parvenu a la sec- 
» tion pour laquelle la contraction devient la plus forte, va s'epanouir ou se 

w detendre par une sorte d'explosion (*). » 

Ces resultats d' observation , deja nombreux , et ceux qui pourront y etre 
ajoutes par la suite, deviendront sans doute un jour, entre les mains des 
geometres, les elements d'importantes decouvertes; et Ton ne saurait trop 
ardemment souliaiter de voir !a puissance generalisatrice de Tanalyse appli- 
€|uee aux faits les niieux constates de T hydra ulique, car c'est la, c est dans 
les mouvements des (luides non elastiques, et a peu pres exempts de vjsco- 
Site, que Ton trouvera toujours les attractions moleculaires s'exerc^ant aver 
la plus grande independance d Influences etrangeres- Dans Tetat actuel de 
nos connaissances a cet egard , dans rabsence de principes special ement 
applicables aux phenomenes dont il s'agit, toute explication serait prema- 
turee- Mais nous voyons, en embrassant T ensemble de ces phenomenes, que 
les veines fluides conservent les pressions statiques sous lesquelles elles ont 
ete engendrees, jusqu*a ce que certaines modifications se soient produites 
dans leur courbure ; nous voyons aiissi qu'elles peu vent transmettre par 
leur choc ces pressions a d'autres masses thiides, soit en repos, sok en mou- 
vement, a la condition toutefois de produire, contre ces masses, des nappes 
d une certaine forme necessaire pourque la trausmission soit complete. Ainsi, 
la courbure de ces nappes minces, celle des veines issues des orifices a 
contours fermes, celle des nappes des deversoirs, est un fait inseparable 
de la conservation ou de la communication des pressions {**). 



(*) Note sur les experiences de M. Pecqticur, etc.; vo/> les Comptes rcndus des seances de I'Aca- 
demie des Sciences , lome XXI (184 5) 

(**) Quant aux causes, le champ des conjectures est illimite. On est naturellement porte, il est 
vrai, i assigner un role aux forces centrifuges dues aux mouvements des particules sur leurs trajec- 
toires courbes, mais c*est seulement lorsque ces trajectoires tournent leur convexite vers Tinlerieur 
de la masse. D'un autre cote, F. Savart admet d*une nianiere generale I'existence d*une force molc- 
culaire attractive, produisantla retractilitc des nappes {fig. i3) resultant du choc d'une veine circu- 
lairc contre un disque; or le mecanisme des effcts d'une telle force pourrait se concevoir en assimilant 
les groupes de molecules fluides, ranges le long des lignes de courbure des nappes, k des corps doues 
de poles de noms contraires comme les aimants, et orientes de telle sorte que les droites, joignaut 
ces centres d'attraction ou de repulsion d'un groupe ^ Tautre, fussent obliques aux elements corres- 
pondants des memes lignes de courbure. On expliquerait meme, par la rotation dc ces groupes resultant 

27. 
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7, Remous produits par un barrage d'aval. — Apres avoir rapporte les 
principaux phenomenes qui se manifestent dans le mouvement de la veine 
libre, nous considererons ceux auxquels donnent lieu les obstacles qui 
forcent les eaux d'aval a se gonfler pour engendrer la vitesse qu'exige leur 
eeoulement. 

Dans les experiences sur les orifices sans contraction inferieure, 1' obstacle 
etait un barrage vertical place a i o metres de ces orifices. En elevant progres- 
sivement, pour une meme levee de vanne et une charge a peu pres con- 
stante, le sommet de ce barrage, on produit, dans le courant qui suit rori- 
fice, trois etats bien distincts : d'abord la force impulsive de la veine suffit 
pour refouler le remous jusqu'a plusieurs metres en aval ; mais bientot il se 
rapproche, et fait tomber sur la veine des vagues minces axi'a" {^g-^^) 
qui I'envahissent peu a peu, et finissent par la couvrir entierement jusqu*a 
r orifice. La surface de ce remous est convexe, et aboutit a une section AB, 
ou elle devient sensiblement parallele au fond du canal ; un peu plus loin , 
elle se deprime pour engendrer la nappe d' eeoulement par-dessus le bar- 
rage. Le troisieme etat du bief d'aval est celui dans lequel 1' orifice est entie- 
rement hoye ; la surface cde du remous presente une contre-pente peu pro- 
noncee jusqu'a la section, analogue a AB, oil les filets liquides sont sensi- 
blement paralleles. La premiere partie cd de cette sur&ce est dans un etat 
d'agitation qui parait provenir de Taction de la veine sur la masse d'eau qui 
la noie. On trouvera, dans le chapiti^e II, les hauteurs du remous corres- 
pondantes a ces differentes circonstances. 

8. Orifice avec contraction sur le seuil; remous produits par une vanne 
defond qui diminue le debouche d'ai^al. — Les phenomenes du remous ont 
pris un caractere remarquable, et plus varie encore, dans le cas ou le seuil 



de la difference des vilesses des couches des memes nappes, et par le changenaent de la plus grande partie 
des forces attractives en repulsions, le phenomene si remarquable du redressement de ces nappes, 
qui, apr6s s'etre tendues graduellement , renversent leur convexity superieure, phenomene qui se 
presente souvent lorsque les vitesses de la veine sont tres-faibles. Ces forces moleculaires etont 
admises, il resulterait de leur obliquite, par rapport aux lignes de courbure des couches fluides, des 
composantes normales, c'est-^-dire des pressions dirigees vers Tinterieur de la masse quand les 
courbures seraient concaves en meme temps que les actions moleculaires seraicnt attractives, ou 
convexes en meme temps que ces actions seraient repulsives. 
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de rorifice etait eleve au-dessus du radier du canal, et Tobstacle une vanne 
de fond placee a 4 metres environ en avai- 
ls. Cette vanne etant abaissee de maniere a tremper de quelques centi- 
metres dans le courant, Teau venait, dans les premiers instants, refluer sur 
rorifice d'ecoulement et couvrir entierement la veine; puis on voyait celle-ci 
changer progressivement de courbure, et enfin elle prenait la forme legere- 
ment concave ahc [Jig* 2(j); en mume teinps, le remous qui la couvraiL 
d'abord disparaissait , et il n'en restait plus que quelques vagues minces 
^A'...j qui retombaient J mais seulenient jusqii'en />, de !a partie superieure 
id Am courant, sensiblement ondulee. Ces vagues prusejxtaient , en plan, la 
courbure generale Jtkk^^ [fiS- ^7)? '^^ bords en etaicnt ecu verts de petite^i 
lames brisees et leur interval le etait tresagite. 

2". Un abaissement un peu plus considerable de la vanne d'aval entrainait 
une modification remarquahle dans les mouvements superficiels: la premiere 
partie ab [Jig* aH) du courant devenait presque plane, inclinee environ 
a j^; elle se raccordait avec lui gonflement peu saillant r, suivi d^une 
depression f/ ; la surface Hquide se relevait ensuite a o"", i o environ au-dessus 
du gonflement c, pour former une vague emn^ engendrant en aval d'autres 
vagues semblables, mais de moins en moins saillantes : du point culminant r 
de la premiere retombait un remous-tourbillon /, 

En diminuant encore le debouche d'aval , on produisait , tout pres de 
Torifice, un gonflement considerable abed {Jig- 29), a surface parfaitement 
nette, polie et brillante; le pied d de cette intumescence etait convert par 
un remous ed d'oii s'echappaient des lames brisees et bouillonnantes. La 
plus grande saillie qu'on ait pu obtenir, la charge sur le centre de Torifice 
etant o™,33o, s'elevait jusqu'a o", 1 1 7 en dessous du niveau d'amont ; pour 
un retrecissement plus grand de la section du debouche, Torifice d'ecoule- 
ment etait noye, la veine produisait des soubresauts continuels, et le bief 
d'aval presentait Timage d'un veritable chaos. II s'en echappait, a la sur- 
face, un nombre considerable de gouttelettes ellipsoides de o"*,oo8 environ 
de diametre moyen; enfin Teau avait pris un aspect jaunatre et huileux. 

Ces divers phenomenes de mouvements resultaient de Taction de la veine 
issue de Torifice d'ecoulement , combinee avec la reaction de celle qui se 
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formait au passage de la vanne de fond, d'aval. Les principales dimensions 
des remous se trouveront sur les figures. 

9. Contraction sur le seuil et veine libre. — L'orifice d'ecoulement, 
dans ces experiences et dans les suivantes, avait une hauteur constante de 
o™,o6o, et le seuil en etait eleve de o™,i5i au-dessus du fond du canal. 
Ijorsqu'on laissait le bief d'aval entierement libre , la veine presentait le 
profil superieur abc [fig- 3o) d'abord concave, puis convene et parabo- 
lique. Une portion du liquide, apres avoir rencontre le fond du canal de 
fuite, refluait vers T orifice ; pour des charges sur le centre inferieures a 
o^jiG, ce remous natteignant pas le seuil de Torifice, enfermait, entre lui 
et la veine, une masse d'air, comme il arrive sous les nappes des barrages 
en deversoir. 

Nous nous occuperons maintenant des mouvements qui ont lieu en amont 
du barrage dans lequel est pratique I'orifice d'ecoulement. 

10. Phenomenes du remous super ficiel d' amont. — Pour les deux dis- 
positions de cet orifice qu'on a considerees, c'est-a-dire avec contraction 
sur le cote superieur seulement , ou sur ce cote et le seuil , la surface liquide, 
en amont du barrage, presente des circonstances remarquables. Les corps 
legers qu'on y place au milieu de la largeur du canal , arrives a ime certaine 
distance du barrage, croissante avec la charge sur T orifice, subissent un 
ralentissement brusque de vitesse du a la presence d'un remous partant du 
barrage, qui affecte des formes et renferme des mouvements plus compli- 
ques qu'il ne parait au premier abord. 

Le profil longitudinal de ce remous se compose : i® d'un gonflement a 
surface convexe abc {fig. 3i); 2° duneligne legerement inclinee erf, qui 
parait droite, et qui est raccordee en c par une courbe concave avec le gon- 
flement ; 3^ d'une sorte de talus de ; ^ d'une suite d'ondulations e ^ ayant 

chacune plusieurs millimetres d' amplitude; 5^ enfin d'une serie de rides se 
perdant dans la portion d'amont ducourant, et d'une finesse ainsi que d'une 
nettete admirables. 

Mode general de raccordement des remous superficiels. — Ces ondula- 
tions et ces rides sont analogues a celles que nous avons observees en amont 
d'un corps immerge en partie dans un courant regie (*), et doivent pro- 

(*) Comptes rendus des seances de I'Jcmiemie des Sciences, fevrier et juillet 1846. 
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bablemeiit aussi etre rangees dans la meme classe que celles observees par 
M. Poncelet, au contact d'une pointe avec les surfaces liquides (*) dans le 
mouvement relatif. C'est un phenomene general , c'est le mode universel de 
raccordement des remous avec les courants directs. 

En projection horizontale {fig- 32), le remous qui nous occupe se ter- 
mine par une courbe DD'D, concave vers I'amont et a ligne ondulee. Les 
corps legers et de petite dimension que Ton place pres du barrage tombent 
vers les parois du canal, et cheminent ensuite parallelement a ceI)es-fH, 
comme I'indiquent les fleches dans la figure - 

Arrives a I'extremite du remous, ces corps sont entraines vers Taxe lon- 
gitudinal et ramenes, en suivant des courbes hcd^ b'o^d\ prus du barrage ou 
ils recommencent la meme serie de mouvements. 

Les corps de meme densite que I'eau et d'une certaine longueur, coniiiie 
de pet its cylindres de bois mouille, places en A, A', tournoient dans uti plan 
vertical et sont quelquefois entraines vers l^oritice. 

La longueur ED' du remous, mesuree sur I'axe longitudinal du canaK 
augmente rapidement, pour une meme levee de vanne, avec la charge sur 
le sommet de Torifice et diminue, au contraire, quand, sous une meme 
charge, on augmente la levee de vanne, comme le prouvent les trois pre- 
miers des resultats suivants, relatifs aux orifices sans contraction sur le 
seuil. 

Tableau N° XXII. 



LEVEE 


CHARGE 


LONGDEUR 




sur 


du 


de vanne. 


le sommet. 


remous. 


60 


445 


53o 


60 


53o 


1270 


80 


46. 


450 


120 


3a4 


240 


i5o 


i5o 


i5o 



Or, quand, sous la meme charge, la hauteur de T orifice est augmentee, 



( * ) Annalcs de Chimie et de Physique, tome XLVI ; 1 83 1 . 
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la vitesse dans le canal s'accroit en meme temps ; la longueur du remous est 
done independante de cette vitesse, ou plutot en depend beaucoup moins 
que des phenomenes qui ont lieu a rorifice. Quand la veine etait genee par 
un obstacle en aval , le remous d'amont s'etendait d'autant plus loin que cet 
obstacle devenait plus considerable. 

^tat de la surface da remous; correspondance avec celui dufond. — 
Une particularite bien remarquable que presente la surface de ce remous 
consiste dans une multitude de petites cavites de quelques millimetres de dia- 
metre, comme si cette surface etait partagee par des lignes nodales, en com- 
partiments agites par des tourbillons. Lorsque le courant entraine du sable, 
on voit celui-ci se disposer, sur la partie du fond du canal qui correspond 
au remous superficiel, en lignes onduleuses tres-rapjprochees, mais seule- 
ment jusqu'a une faible distance de Torifice, jusqu'a Fendroit oil se mani- 
feste I'acceleration brusque qui a ete precedemment signalee (2) ; a partir 
de cet endroit, il n'y a plus aucun depot. 

Tourbillons et entonnoirs. — II se forme, aux angles superieurs de I'ori- 
iice, des tourbillons qui viennent aboutir a la surface du remous en B, B^ 
[fig* 32) ; ces tourbillons donnent ainsi lieu a une longue colonne helicoide 
oblique SB [fig' 3i) qui s'evase vers le haut, un peu courbee du cote de 
I'orifice et entrainant dans ses spires des bulles d'air. I^a distance des 
points B, B^ au barrage augmente avec la charge sur le sommet de 

Torifice. 

CHAPITRE SECOND. 

CALCUL DE LA DISPENSE DES ORIFICES SANS CONTRACTION LAT^RALE ET ALIMENTES 
PAR UN CANAL, LA VEINE ^TANT LIBRE OU GEN^E PAR UN GONFLEMENT DES 
EAUX d'aVAL. 

11. Les belles experiences de MM. Poncelet et Lesbros (*) ont fait con- 
naitre les valeurs et les variations des coefficients de la formule de Torri- 



(*) Experiences sur les his de I'ecouiement de I'eau, etc. (Paris, iSSa). Ces experiences ont ele 
faites ^ Metz aux frais du departement de la Guerre, et commencees en 1827. 

M. B^yefy colonel d*^tat-inajor au service de Prusse^ a presente ep |844 [voirXes Comptes rendus 
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celli, pour le cas d' orifices rectangulaires verticaux, en minces parois planes, 
ayant o'^jSoo de base, et des hauteurs de o™,oio a o"',2oo, alimentes par 
un reservoir a grande section a niveau constant, et versant Teau, soit libre- 
ment dans Tatmosphere avec contraction complete, soit dans un coursier 
horizontal ou tres-peu incline, de meme largeur que ces orifices. 

M. Bidone, operant sur de petits orifices, tant circulaires que rectangu- 
laires, a determine (*) une formule empirique dont on se sert pour passer 
des coeilieients relatifs au cas de recoulement en minces parois avec con- 
traction complete* a ceuK qui conviennent quand, par suite de dispositious 
prises en aniont de ces orifices ^ on aiinule !a contraction sur un ou plusieurs 
de leurs cotes, 

Les experiences exeeutees parM. Poncelet (**), a roccasion de sa roue 
verticale a aubes courbes, ont fait connaitre les valeurs des coefficients de la 
depense thenrique pour les vannages inclines a I'horizon, avec contraction 
sur le cote superieiir seulement, etablis sur un radier a forte pente, dans 
un coursier raccorde avec le reservoir alimentaire, et suivi, en aval, d\ui 
ressaut et d'un relargissement. 

Enfin, M. Morin (***) a conclu d'experiences exeeutees sous sa direc- 
tion des coefficients relatifs au cas d'un orifice vertical , dispose en travers 
d'un canal, avec contraction sur le seuil, et d'une largeur de i™,496 egale 
aux j^ environ de celle de ce canal, sous des charges de o",o5o a o",i8o 
au-dessus du sommet de 1' orifice. 

12. Caractere particulier de Vecoulement dans les nouvelles expe- 
riences. — On voit que les circonstances de ces utiles recherches different 



des seances de I' Academic des Sciences, lome XVHI, page 85) un Memoire contenant une theorie de 
la contraction des veines d^eau engendrees dans les memes circonstances y et tombant librement dans 
Tair. Cette theorie repose sur Thypothese, que les particules liquides, dans le reservoir, se meuvent 
vers le centre de Torifice avec des vitesses croissant en raison inverse du carre de leurs distances au 
meme point; et Tauteur en deduit une formule destinee k representer la loi de variation des coef- 
ficients de correction de la depense theorique ordinaire , fonnule au sujet de laquelle nous avons fait 
quelques recherches qui seront publiees prochainement. 

(*) Memoires de VJcademie de Turin, tome XL, i836. 

(**) Memoire sur les roues hydrauliques a aubes courbes, etc. ; Metz, 1827. 

(*** ) Comptes rendus des seances de I'Academie des Sciences, tome XXU, 1846. 

XXXIIV Cahier, 28 
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toutes, par quelque particularite essentielle, de celles qui nous occupent. 
La plus importante est le mode de Tali mentation : quand Teau s'ecoule 
simplement par-dessous un barrage, et surtout lorsque la hauteur de Tori- 
fice n'est pas tr^s-petite par rapport a celle de la section du bief alimentaire, 
ce qui est le cas le plus frequent du jaugeage des cours d'eau , les molecules 
liquides possedent^ en amont de la section imticUe, c'est-a-dire de celle oil 
commence a se former la veine, des vitesses notables qui influent sur les phe- 
nomenes de Tecoulement , par suite des actions mutuelles de ces molecules, 
et par leur force vive, en vertu de laquelle leur ihertie exige, de la part des 
forces acceleratrices de la veine, une quautite de travail plus faible, pour la 
meme depense de fluide, que dans le cas oil elles partent du repos. Poar 
tenir compte des vitesses initiales des molecules, il semble qu'il suffirait 
d'ajouter aux charges statiques sur Torifice les hauteurs dues a ces vitesses ; 
mais, si cette methode pent conduire quelquefois a une approximation suffi* 
sante pour la pratique, elle est loin d'etre rigoureuse. En assimilant, en 
efTet , Tecoulement a celui qui aurait lieu a partir du repos, on commet une 
erreur physique analogue a celle qui consisterait a admettre qu'a vitesses 
egales le mouvement d'un corps solide dans une masse fluide en repos deve- 
loppe les memes quantites d'action que le mouvement inverse. Un courant 
fluide est un espace rempli de corpuscules se deplacant sans cesse les uns 
par rapport aux autres, et obeissant, dans ces deplacements relatife, dans 
les oscillations qui les caracterisent , aux lois de I'attraction a petite distance; 
on ne saurait done admettre a priori que la fonnation des veines fluides, 
quand elle se produit dans un milieu ainsi Qonstitue, amene rigoureusement 
les memes resultats que quand les particules partent du repos, sous des 
pressions statiques egales. 

Une autre cause d'inexactitude dans I'application du principe des forces 
vives aux circonstances qui nous occupent, reside dans Fexces de la force 
vive totale des tranches sur celle qui correspond a leur vitesse moyenne. 
On connait le beau theoreme de M. Poncelet, qui, en appelant Tattention 
des theoriciens sur cette source d'erreur, a montre que Texces dont il s^agit 
se compose, en general, de deux termes, dont Tun provient du non-paral- 
lelisme et Tautre de la non-egalite des vitesses des particules fluides dans la 
section consideree. Or il resulte des phenomenes decrits dans le chapitre pre- 
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cedent, que, dans tous les cas d'ecoulement en dessous d'un barrage, il y a, 
en amont de T orifice, une section MN {fig^ 28) oil les particules fluides ont 
des mouvements de translation paralleles ; c'est celle qui se trouve a Torigine 
du remous superficiel (10), et que tout porte a regarder comme la section 
initiale de la veine liquide. Les memes phenomenes nous indiquent, dans la 
plupart des cas, une section d'aval dans laquelle le parallelisme des mouve- 
ments translatoires se retablit ; pour ces deux sections , le second terme de 

I exces des torces vives dans le theoreme de M. Poacelet sub&iste seal. Je 
vais moiitrer de plus que ce terme lui-meme doit etre tres-faible, Dans des 
experiences nombreuses que j'ai faites pour comparer la vitesse moyenne D 
a la vitesse V, au milieu de la surface dans une section situee a 4°\So en 
amont d'nn barrage en deversoir, la premiere de ces vitesses augmentait, 
pour une menie valeur de Tautre, a mesure que la hauteur du barrage etait 

accrue, tellement que le rapport y atteignait la valeur 0,91 lorsque cette 

hauteur devenait egale aux ^ de celle de la section oil Ton prenait les 
vitesses. II resulte de cette observation que la presence dun barrage tend 
a egaliser les vitesses, an moins dans la region d'amont, dont la hauteur 
correspond a celle de ce barrage. Quant a la partie de la section MN 
{fig. 23), qui correspond a Torifice, les vitesses des particules fluides, 
dans cette partie, devraient, en vertu de la resistance des parois du canal , 
decroitre de haut en bas, et du milieu vers les bords; mais, dans Torifice 
d'ecoulement, les vitesses decroissant, au contraire, de bas en haut, et 
devant etre sensiblement egales sur une meme horizontale , il en resultait 
une action compensatrice sur la portion inferieure de la section initiale MN. 

II en est de meme, a plus forte raison, pour la section AG, qui est plus 
rapprochee de Torifice. Ainsil'on pent regarder comme tres-probable que, 
dans les sections MN et AG, les vitesses des filets, qui sont paralleles, sont, 
en outre, respectivement , tres-peu difFerentes entre elles ; c'est-a-dire que le 
principe des forces vives, ou de Veffet du travail, suivant I'expression de 
M. Belanger, doit conduire a des resultats a pen pres exacts. Pour Tappli- 
quer, nous remarquerons que, de MN en AG, il n'y a pas d'autre travail 
moteur que celui de la chute a la surface du courant , et celui qui est du a 
I'exces de pression dans la section initiale MN, provenant de la vitesse que 

28. 
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les particules liquides y possedent. Or, en supposant, pour les calculs, ce 
dernier travail equivailent a celui de la resistance des parois du canal , de la 
paroi du barrage et du bord superieur de Torifice, nous negligerons seule- 
ment la difference qui pent exister entre deux quantites tres-faibles. En 
definitive, nous ecrirons que 1^ moitie de la force vive acquise depuis la sec- 
tion initiate jusqu'a la section contractee, est egale au travail de la chute // 
a la surface entre ces deux sections, ce qui donne, pour le debit du courant 
liquide, 



Q = 



V"^' 



Cela pose, en designant par 



e la hauteur de la section contractee AG ; 

H' celle de la section initiale MN; 

H ]a charge sur le seuil de T orifice, c'est-a-dire H' augmentee de la pente 

du fond du canal entre la section initiale et le barrage ; 
L la largeur du canal ; 

nous aurons 

a) = Le, = LH', 

et, a moins d'un demi-millimetre pres, 

A = H — e; 

d'ou, en substituant dans la formule precedente, 

(A) Q = Le 



I H — e 



C'est au moyen de cette formule que Ton a calcule les depenses theoriques 
contenues dans le tableau suivant, qui se rapporte a Tecoulement sans con- 
traction sur le seuil, la veine cheminant librement dans le canal de fuite. 

15. Comparaison des resultats du calculavec ceux de V experience, — 
La premiere partie de ce tableau contient les resultats relatifs au cas oii le 
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coursier d'aval est prolonge indefiniinent ; la seconde concerne celui oil ce 
canal est prolonge seulement de la quantite necessaire pour faire acquerir 
a la veine le parallelisme des mouvements de translation. Les series II et IV 
de la premiere partie proviennent d'experiences executees en i846, et 
dans lesquelles on n'avait pas mesure la hauteur e de la section contractee ; 
nous avons donc^ pour ces deux series, deduit cette liauteur^ par interpcK 
lation graphique, des mesures directes efTectuees I'annee suivante, moyen 
suftisamment exact a cause de la faible influence de la levee de vanne sur )a 
grandeur de la contraction. | 

La largeur L des orifices^ egale a celle du canal, est 0*^,900 pour le^ 
series I et III, et o^^.SgS pour les scries II et IV, Quant a la serie V, le 
Tannage correspondant est celui qui a ete decrit au n"* 1 du chapitre pre- 
cedent; nous rappellerons que la largeiu^ L de la veiue etait de i°',(>o6, et 
que le coefBcient de k contraction gcoinctrique^ obtenu dans une autre 
serie d'experiences (4), etait o,()6. 

Dans ce tableau et les suivants, toutes les diiiiensiuuii orU etc exprimees 
en millimetres, les volumes en litres^ et les temps en seconJessexagesimales. 
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Tableau N'' XXIII. 



""""^ 












DEFENSE 


JAUGEAGE DIRECT. 


RAPPORT 








CHARGE 


HAUTEUR 


HAUTEUR 


oaloulte 
en 




_ 


da 


NUM&OS D*ORDRE 


L£V£E 




de 


de 


HAUTEUR 




D^EMSE 


la dApeBia 
obsarT^ 






de 


le Mall 


la McUon 


l« sectton 


anptoTOBt 


doni 
le nlTeaa 


DUR^E 


obaerrie 


iladApMsa 




^^ 


Tanntt. 


de 


contrftcl6e 


Inltiale 


la 


s'eat«ler« 


de 


pw 


calcal^e 


de« 


det 
exp«. 




lorlflM H. 


e. 


H'. 


formale (A) 


daof 

le baaiin 

de 


robaarva- 


iMoooda 
iexa«<- 


D 


a^rief. 


rtonces. 












Jaoge. 


tion. 


•liMlaD. 














litres 




1 


litres 






I 


48,5 


5o3,o 


29.0 


497.0 


79.683 


1092,0 


245,0 


80,237 


1,007 


1. 
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48,5 
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14. Confirmation des considerations tlieoriques. — Ces resultats con- 
firment les considerations generales exposees plus haut, et Ton voit, en 
outre, que la formule theorique (A) conduit a des valeurs de la depense 
des orifices suffisamment exactes pour les applications usuelles, sans qu'il 
soit necessaire de lui appliquer des coefficients de correction , resultat ana- 
logue a celui que nous avons obtenu deja pour les deversoirs sans contrac- 
tion laterale. 

On pourrait objecter, il est vrai, la faible grandeur des charges qui 
avaient lieu dans ces experiences, oil elles n'ont pas depasse o'^jGSo; mais 
nous ferions remarquer que les petites charges sont precisement celles qui 
se rencontreront le plus ordinairement dans le jatigeage des petits cours 
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d'eau : ce sont encore eelles des prises d'eau des irrigations et des orifices 
des roues hydrauliques a faible vitesse. Bien plus, il est permis de conclure 
des resultats precedents Texactitude de la formule (A), independamment de 
toute valeur particuliere des charges, car celles-ci ont varie de i a 4?4 dans 
la serie III, de i a 2,6 dans la serie I, et les variations tres-faibles du rap- 
port -tt se sont produites, pour les series I et II, dans un sens diflP^rent de 

celui qui se present e pour la serie III. 

Quant a la deruiere serie, qui paraitrait iudiquer une appro Kiiuatiou su- 
perieure a celle des precedentes, nous ferons observer que les planchettes, 
dont le fond et les cotes du canal etaient munis, quoique tres-minces et rac- 
cordees avec les cotes correspondants de T orifice, faisaient prendre une 
legere courbureaux filets les plus voisins de la veine; circonstance qui exi- 
gerait, a la rigueur, un coefficient de correction dont nous aurons la valevii' 
approcliee en divisant le rapport experimental i ,001 relatif a la serie V par 
la valeur 1,012 de ce rapport obtenue pour les autres, ce qui donne le 
coefficient OjgSg. 

Enfin, nous avons cru pouvoir nous dispenser de faire d 'autres expe- 
riences verificatives pour une plus grande inclinaison du canal , parce que 
les resultats de celles-ei prouvant que le principe des forces vives est 
applicable au cas d'ccoulement dont il s'agit, aucune des circonstances 
du mouvement de Teau ne donne Hen a penser que T exactitude pratique 
de ce principe puisse etre alteree par T augmentation de la pente du cour- 
sier. 

Ohsers^ation relative a iemploide la formule proposee. — II est done 
bien etabli que la formule (A) foumit, avec un degre d' approximation su- 
perieur a celui dont on se contente ordinairement dans la pratique, le debit 
d'un orifice rectangulaire avec contraction sur le cote superieur seulement, 
lorsque, soutenue par un prolongement du seuil et des cotes verticaux de 
cet orifice en aval, la veine pent, avant de tomber librement dans Tair ou 
de s'ecouler dans un canal de fuite, arriver au parallelisme des filets liquides. 
L'emploi de cette formule exige, il est vrai, la mesure de Tepaisseur e de la 
veine dans la section oil cette circonstance se produit; mais on remarquera 
que cette operation tres-simple , qui pent se faire en approchant T arete 
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d*une regie jusqu'au contact de la surface liquide, et relevant la hauteur de 
cette arete au-dessus du fond du coursier, dispense de la consideration des 
coeflScients de correction, bien autrement compliquee ici, puisque, d'apres 
les considerations exposees aux n°* 2 et 3, qes coefficients devraient varier 
avec la charge sur le sonunet des orifices , la hauteur de ceux-ci et la pente 
du canal., 

15. Influence des obstacles d'aval^ et moyens d'en tenir compte dans les 
calculs. — Occupons-nous maintenant des cas oil le courant d'aval, tou- 
jours issu d'un orifice sans contraction sur le seuil, est gene par des obstacles. 
Ces obstacles peuvent etre, ou une contre-pente du canal de fuite, ou un 
retrecissement du meme canal, un exhaussement du fond, ou enfin les mies 
du cours d'eau d'aval. Quelle que soit la cause, TefFet produit sera toujours 
un gonflement des eaux d'aval plus considerable et plus rapproche de I'ori- 
fice que si Tobstacle n'existait pas, effet que nous avons obtenu, comme il a 
ete dit precedemment, au inoyen d'un barrage de hauteur variable place 
dans la partie relargie du canal d'experiences, a lo metres de Torifice. 
On a vu (7) quelles sont les differentes phases du pheilomene; nous les 
partagerons, pour le calcul, en deux cas principaux , celui oil le remous noie 
completement Torifice, et ceux oil cette circonstance n'a pas lieu. 

Dans ces derniers cas, il est facile d'apercevoir que la veine se forme et 
chemine sous les petites vagues qui retombent du sommet du remous, comme 
elle faisait a Tair libre : aussi, pensons-nous qu'il convient d'appliquer (*) la 
formule (A), en tenant compte, toutefois, du changement apporte par 
Fobstacle dans la grandeur de la contraction geometrique. La mesure de la 
section contractee devient, a la vcrite, difficile quand la veine est recou- 
verte en deca de cette section ; cependant on en pent obtenir encore une 
valeur suffisamment approximative, en soutenant, pendant un temps tres- 
court, la partie inferieure du remous au moyen d'une planche, et decouvrant 
ainsi la veine; ou bien, si Ton pent observer la section contractee quand le 
remous s'arrete encore a cette section, on adniettra que le coefficient de la 



(*) Cette application suppose implicitement que la veine, sarmontee d'une masse d'eau assez con- 
siderable, ne transmet pas en aniont la pression correspondante k la hauteur de cette masse ; hypothese 
qui se trouve confirmee par Taccord de la formule avec les resultats d'experience. 



SLR LE JAUGEAGE DES COURS d'eaH A FAIBLE OU A MOVENNE SECTION. *2*2^ 

contraction geometrique soit le nienie lorsqu'il Ta franchie ; e'est ce que nous 
avons fait ici en adoptant la valeur 0,602 de ce coefficient (3), 

Lorsqne I orifice est noye, on ne pent |jlns faire aucune observatioTi sur 
la forme et le inonvement de la veine; niais nons supposerons que Tune el 
Tautre alent lieu eonime precedeininent. ha condition nouvelle qni s'lntru- 
duit ici consiste dans les mouvements que cette veine iniprinie, par coninm- 
nication laterale, a la masse liquide placee an-dessus d'elle, et donl on ne 
pent pins faire alistiaction : ces niouvemeiits sont dn genre des toni billons 
([ui se pi odulsent dans les cliangeinents brusques de dimension des conduites, 
et il pamit necessaire den tenir coniple par la niethode de Borda, conmie fa 
fait M. I^oncelet. [Coars de /Ecole de Metz^ section YL) 

Noniinant done : 

CO I'aire de Ja section contractee ; 

I) la Vitesse moyenne dans cette section; 

() faire de la section iuitiale d'aniont, et H' sa hauteur ; 

O' faire de la section du bief d'aval, on les niouvemeiils translatoircs drs 

molceules redeviennent sensiblement [jaralleleSj et dont la hauleur H" 

est a pen pj es celle du sonnnet du remous ; 
W et W^ les vitesses nioyennes respectives de ces deux sections; 
// la difference des niveaux d'amoat et d'aval pris a f endroit des sections ( ) 

et O' ; 
r. et z les hauteurs respectives des sonunets de ces deux sections au-dessus 

de la section contractee ; 
j) la pression qnt a lieu sur funitc de surface de la section continctce, nf 

independamnient de celle de fatmospbere; 
^ le poids de f unite de volume dn Ihiide. 

Le principe des forces vives applique au travail des forces exterieuies 
entre Its sections O et 4>, donne lequation 

'- dm { LP ^ W^-') + 1 dm ( II — \V ')- = i^dmz — t^dm '' : 
on a de nieme, entre les sections (sy et *)', 

\ dm f VV'^ — li M == ^dMi ^' — i^dmz\ 
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Ajoutant ces deux equations pour eliminery?, et remarquant que 



et que 
on obtient 



Q= 



OW=0'W'=«U = Q, 



Conime d'ailleurs, dans le cas qui nous occupe, 
on voit que la depeiise theorique est 



II reste a determiner apjjroximativement la hauteur e de la section con- 
tractee. Or nous avons trouve (3) que, pour Torifice de 0^,0997 de hauteur 
et une charge de o'",52o sur le seuil, Finfluence du reinous augmentait le 
coefficient de la contraction geometrique dans le rapport de i a 1,019; 
adoptant ce rapport, nous avons determine les valeurs du coefficient dent 
il s'agit par interpolation graphique au moyen de celles qui avaient ete 
obtenues (2) pour la veine libre. On trouvera dans le tableau suivant les 
resultats de Texperience compares a ceux du calcul, avec Tindication des 
phenomenes correspondants. 

I^a largeur de Torifice etait o°',90o. 
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16. Consequences des resultats de /'c^yy^V^nce. -r Les resultats de la 
serie I et ceux des experiences 4 ct 5 font voir que la formule (A) s' ap- 
plique aussi bien au cas d'un obstacle en aval qu'a celui de la veine libre 
dans le coursier, meme quand la partie inferieure du remous produit par 
Fobstacle retombe sur la veine, pourvu toutefois qu'elle ne vienne pas 
couvrir T orifice; car, dans ce cas, il se produit une diminution evidente de 
la depense. Ces resultats s'expliquent par la nature meme des phenomenes. 
En effet, tant que les ondes legeres du remous ne font que glisser sur )a 
veine en s'arretant a qiielques centimetres de Forifice, elles sont periodi- 
quement entrainees par ce courant , et ne donnent lieu a d'autre effet dyna- 
mique contraire a Tecoulement que celui de leur inertie et des petits chocs 
qu'elles produisent en retombant sur la Veine, effets qui sont relativement 
trop faibles, a cause de la petitesse des masses de ces ondes, pour modifier 
sensiblement les resultats, et ne sont meme probablement pastransmis par 
la veine. Mais, quand les ondes restent en permanence contre le plan de 
Torifice, ces masses, qui sont augmentees, agissent sans interruption par 
leur poids : pour s'en convaincre, on remarquera que, dans les experiences 
n*"* 6 et 7 (serie II), les ondes qui baignaient Torifice s'elevaient a la hauteur 
de son sommet, et Ton substituera, dans la formule (A), ia charge sur le 
sommet de Torifice, a la hauteur du niveau d'amont au-dessus de la section 
contractee; les depenses calculees au moyen de cette formule devieiment 

Experiences 6 7 

Q=i= i57,4io 171,1 10 
qui s'accordent aussi bien qu'on puisse Tesperer avec les depenses ob- 
servees D, puisque le rapport moyen de ces depenses est ^ = 1,002. 

17. Proposition relative a la transmission des pressions par les veines 
liquides. — De I'ensemble des resultats d' observation et de calcul qui con- 
cernent le cas d'un gonflement des eaux d'aval, il resulte cette proposition 
generale que : 

Les veines liquides ne transmettent pas en amont la pression des 
remous y excepte quand cette pression s'exerce immediatement sur I' orifice. 

18. Mouvement dune onde superposee a une masse d'eau en repos. — 
Nous pensons devoir rapprocher de ces resultats une observation que nous 
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^Yons faite depuis longtemps sur la propagation des oiides superposees a 
une masse liquide en repos. Si, dans un canal, on etablit d'abord une couche 
d'eau en repos ABCD (y?g-. v33) ; puis, qu'en levant un peu une vanne placee 
en tete de ce canal j on y lance une lame d'e^iu, celle-ci cheminera sur \h 
masse ABCD en alTectant la Hgure mno ou le protil m^ n^o\ sans qu' on puissp 
apercevoir aucun niouvement, auciui signe exterieur de transmission i\v 
pression en aval de cette onde, ♦ 

19. Reveaons au calcul de la depense. Les resultats de la serie 111 
pi ou vent que la formule (B) represente, avec le degre d*approximation 
tlesiiabk\ le volume d'eau qui s'ecoule par un orifice noye quand it n'y a 
de contraction que sur le cote superieur; il en ressort la conrmnation dti 
fait que nous avions presume devoir se produire, savoir, que la \eiuv 
chemine, clans re cas, sous la masse liquide qui la couvre, com me lors- 
qu'elle etait libre, jusqu'a la section contraetce, qui se niodifieseulement un 
peu dans son epaisseur. 

11 n'etait pas sans utilite de prouvei' encore, par ce dernier exeuiple, qur 
le principe des forces vives, lorsqu^on en base rapplication sur la connais- 
sance des plienomenes physiques, conduit a des solutions SidHsammeuf 
approximatives pour la pratique dans bien des cas ou Ton pourrait etre 
porte a en abandonner Teinploi : mais Tusage des fbrmules (A) et (B) 
devenant difficile ou exposant a des incertitudes sur la valeur de la section 
contractee de !a veine lorsqu*elle est couverte par le pied du remous, il 
sera preferable^ alors, de calculer la depense des orifices au moyen de la 
I or mule theorique ordinaire 



(«) Q = A 



\/"'^' 



atlectee de eoeflicients de correction; forniiile dans laquelle A est I'aire de 
roiifice lui-rricine, et O celle de la section alinientaire prise a une certaine 
distance du vannage, a 1 origine du remous superficiel d'amont. Quant a la 
valeur de /i, ce sera la charge sur le sonnnet de rorifiee lorsqu'il ne sera 
pas conipleteinent noye : dans le cas contra ire, k sera la difference de niveau 
entre le so m met de la section O et celui de la section du remous d'aval oil 
Jes mouvenients translatoires du liquide paraissentetre redevenus paraUeles, 
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(^ela pose, les resultats d'experiences consignes dans le tableau precedent 
donrient pour les valeurs des coefficients de correction : 

0,622 quand les petites vagues du remous tombent entre Torifice et la 
section contractee; 

0,600 lorsqu elles atteignent le sommet de Torifice; 

0,688 quand Torifice est completement noye par la masse du remous. 

Apres avoir etudie, dans ses diverses circonstances pratiques, Tecou- 
lement sous une seule contraction, nous avons fait quelques experiences 
pour pou voir comparer ce cas avec celui oil le seuil de T orifice est eleve, 
sans raccordement, a une certaine hauteur au-dessus du fond du canal. 

20. Deperise des orifices avec contraction sur les cotes superieur et 
inferieur, — II resulte de la description que nous avons precedemment 
donnee des phenomenes hydrauliques relatifs a ce genre d'ecoulement, qu*il 
est essentiel de distinguer, dans le calcul de la depense, le cas ou la veine 
tombe librement sur le fond du canal de fuite et celui oil elle est genee par 
un gonflement plus ou moins considerable des eaux d aval. Dans le premier 
i!as, la forme de la trajectoire courbe de la veine ne permettant point aux 
particules fluides de prendre, meme momentanement, des mouvements de 
translation paralleles, on est oblige d'avoir recours a la formule theorique 
ordinaire (G), affectee de coefficients de correction que nous determinerons 
en mettant dans cette formule pour h la charge sur le centre de rorifice. 

Lorsque la veine faisait irruption dans un gonflement ou remous d'aval , 
qui ne noyait point Torifice, sa surface superieure, devenait, a une faible 
distance de cet orifice, sensiblement parallele au fond du canal, et il semble 
que le principe des forces vives, applique entre la section ou avait lieu 
ce parallelisme momentane et la section alimentaire O d'amont, doit encore 
conduire ici a une formule approximative de la depense. Mais en examinant 
les circonstances du mouvement, on voit que les filets inferieurs de la veine, 
en dessous et en aval du seuil, se repliaient sur eux-memes, par TeflFet de 
rinertie de la masse du remous, et donnaient lieu a un tourbillonnement 
vertical; de sorte que le parallelisme de la surface superieure de la veine et 
du fond dans la section precitee n'etait qu'un faux indice de celui des filets 
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ilu courant* On emploiera done encore, dans ce cas, la fornmie (C), mais 
en y substituant pour h la charge sur le sonimet de Torifice. La tableau sui- 
vantcontient les resultats de Texperience et les coefficients qui s'en dedui- 
sent. Le seuil de Toritice s'elevail de o™,i5i au-dessus du fond du canal, 
sa largeur etait o",8g7, et la levee de vanne o*",o6o. Pour niesurer les 
charges, on est parti de la section oil commence le remous supertkiel 
d'amont, regardee comme la section iniliale de la veine. 

Tableau N** XXV. ' * 
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Consequences (les resultats precedenLs. — (>onsidcrant d'abord les quatre 
premieres experiences dans lesquelles le courant d'aval n'etait point gene 
par un obstacle, nous remarquerons que les coefficients obtenus par 
iMJVL Poncelet et Lesbros pour le cas de la contraction complete et de 
recoulement libre dans Tatmosphere augmentent avec les charges entre les 
li mites de eel les que nous avons employees, tandis quMci leur variation 
suit lui ordre inverse : connne, d'ailleursj pour tenir compte de la non- 
existence de la contraction sur les cotes verticaux de notre orillce, il 
Huffirait, d'apres les recherches de IVL Bidone. d'auginenter dans un rap- 
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part constant les coefficients qui auraient ete obtenus dans le cas de la 
contraction complete, on ne saurait attribuer le decroissement de ces coef- 
ficients qu a rinfluence du remous-tourbillon forme au pied du barrage, 
remous qui est du a Tepanouissem^nt, sur le fond du canal d'aval , de la 
veine liquide doht une partie, refluant vers T orifice, est remontee le long 
de la paroi BD {fig. 36) a une hauteur croissante avec la charge. 

Comparant maintenant a ce cas d'ecoulement celui oil la contraction 
n'avait lieu que sur le sommet de T orifice, le seuil de celui-ci etant surle 
fond des canaux d'amont et d'aval, on verra, en rapportant a la meme 
formule (G) les resultats de nos experiences relatifs a ce dernier cas, que 
les coeflicients deduits de ces experiences sont plus faibles que ceux du 
tableau precedent. En outre, ils augmentent avec la charge sur le centre, 
comme dans le cas oil Torifice verse librement dans Tatmosphere. Aiiisi, 
lorsque, pour Tecoulement avec contraction sur le seuil, les valeurs des 
coefficients sont o,658 eto,65o, ilsseraient, a egalite de charges et de levee 
de vanne, o,584 et 0,600, pour Tecoulement avec contraction sur un cote 
seulement. De sorte que la resistance du radier du canal semble diminuer 
les vitesses de la veine liquide, plus que ne le font les influences combinees 
de la contraction sur le cote inferieur, et de Teau qui remonte vers Torifice 
en dessous et en aval du seuil exhausse, quoique cette derhiere influence soit 
assez forte pour renverser Tordre de variation des coefficients ; consequence 
difficile a admettre sans modification. Examinons maintenant la deuxieme serie 
des resultats du tableau precedent. Dans les trois premieres experiences de 
cette serie, la charge d'amont etait a tres-peu pres constante, de sorte que le 
decroissement des coefficients parait devoir etre attribue au gonflement des 
eaux du bief d'aval : d'un autre cote, la faiblesse de ce decroissement n'est 
nuUement en rapport avec la hauteur du remous; celui-ci n'exercait done 
sur I'ecoulement qu'une influence indirecte en modifiant la forme de la veine 
dont la surface superieure, au lieu de tomber suivant une trajectoire convexe, 
etait obligee de se tendre au sortir de T orifice, en afliectant une courbure 
concave analogue a celle qui avait lieu dans le cas de Tecoulement sans con- 
traction inferieure. 

En resume, nous voyons que : 1° pour les memes charges et les memes 
levees de vanne, Torifice avec contraction sur le seuil et versant sans 
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obstacle dans le canal de fuite depensait un peu plus, d'une part, que 
le meme orifice sous rintluence d'un renious d'aval considerablej et, d*aulit* 
part, que I'orifice avec contraction sur le cote superieur seulement et sans 
obstacle en aval; 2" que la diminution de la depense dans ces deux deruiers 
cas, en apparence si dissemblables, etait aceompagnee d'une meme cour- 
bure concave de la veine au dela de rorifice- Enfin, en rapprochant ce^ 
faits de ceux qui concernent les barrages noyes, dans la premiere paiti** 
de ce Memoire, nous somiues couduit a regarder les modifications de cour- 
bure des nappes et des veines fluides, dans le voisinage des orifices, com me 
la consequence physique la plus generaie des resistances de tout genre au 
mouvement de ces eourants, et, en meme temps, comme la cause imnK^- 
diate des moditications que subit la depense des pertuis. 
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FROTTEMENT DES ENGRENAGES CONIQUES 

ET DE LA VIS SANS FIN ; 

Pab m. h. resal, 

El eve ingtnMt'ur des Mlui"^^. 



M. Poncelet s'est occupe le premier de la i eclierehe* dii travail abs<u be par 
le frottement dans les engrenages coniqiies; il sV^L borne an cas de pratitpie 
le plus favorable, oil le contact des dents est pen elendu; et, dans son Cour :^ 
a I'Ecole d' Application de Metz, il a donjie, de 1826 a iSaO, une ibnuule 
tres-simple deduite, par des considerations geonietriques, de Texpiessinn 
du frottement dans les engrenages cylindriques qn'il avait traite d'abord, 

Un pen plus tard (*), M. Coriolis est parvenu, par de longs calculs et eu 
se placant dans le cas considere par M. Poncelet, a une iornmle qui ne 
diflere de celle de ce dernier que par la forme seulement, et dont M. Combes 
a offert, en 1887, dans le Journal de M. Liouville, une demonstration plus 
elementaire. 

La question relative an travail du iiottemenl dans les engrenages coniques 
en est done restee au point oil Ta laissee M. Poncelet. Je nie propose ici de 
la traiter completement en cherchant d abord F expression j^enerale de ce 
frottement, puis celle du travail qu'il absorbe, lorsque le contact a lieu sin^ 
une etendue quelconque^ toujours dans rijypotbcse oLi le luouvement est 
uniforme, et en negUgeant de plus, a\ec les auteurs precites, les frolte- 
ments dus aux pressions sur les toiirillons et les epau lenient^ des arbre^.. 
Des formules auxquelles je suis arrive, j'ai deduit, conmie verifjcatiun, les 



*) Journal de Vf.cole PolyWchniquc , XXIV' eahiei'j rB35. 
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formules relatives aux engrenages cylindriques et les formiiles pratiques dues 
a M. Poncelet. 

Je termine ces differentes recherches par revaluation de la perte de tra- 
vail due au frottement dans la vis sans fin, sujet qui avait deja oecupe 
MM. Navier, Guillebon et Combes, mais qui se trouve ici traite sous un autre 
aspect et avec un plus grand degre de rigueur, si je'ne me trompe. 

ENGRENAGES CONIQUES. 
§ I. — Reclierche de rintensite dii frottement. 

Dans rhypothese du mouvement uniforme, les forces qui sollicitent chaque 
roue se font constamment equilibre, ce qui s'exprime en egalant a zero la 
somme de leurs moments par rapport a Taxe. De plus nous negligerons les 
frottements sur les appuis, ce qui annulle Tinfluence des composantes pa- 
ralleles a cet axe. 

D'apres cela, sans rien oter de la generalite de la question, nous pou- 
vons supposer la puissance P dirigee perpendiculairemcnt a Taxe de la roue 
conductrice et la resistance Q dirigee de meme par rapport a I'axe de I'autre 
roue. Enfin, comme on pent remplacer chaque force par une autre de 
meme moment, nous supposerons que ces forces agissent tangentiellement a 
deux cercles des cones primitifs, passant par un meme point A, de la gene- 
ratrice de contact de ces roues. 

Soient [fig- i et 2, PL VI) SO Taxede la roue conductrice; SO' celui de 
la roue conduite; SA la generatrice de contact des deux cones; Sm la gene- 
ratrice de contact des deux dents. Le plan SAm est, comme on le sait, normal 
aux deux dents. Soient 

angleOSA = a, 0'SA = a', angle AS/7i = a, r=iOA, r'=0'A; 

9 Tangle des deux plans SAO', SAm; mA la normale menee aux dents par le 
point A. Je suppose que ml, ml' soient les lieux des pieds des normales 
abaisseesdes points des circonferences OA, O'A sur les dents col*respon- 
dantes, lieux limites en I et I', par ces circonferences. 

La roue SO' exerce, en chaque point de Tarete Sm, sur la roue SO, une 
pression elementaire /*, parallele a Am, qui produit un frottement /i/", per- 



SUR LE FROTTEMENT DES ENGRENAGES CONIQUES. sSj 

pendiculaire au plan ASm. Les resultantes 27^ = N, 2/i/=Ny de ces 
pressions et de ces frottements, passent en un certain point n de Tarete SA, 
point qui, de meme que la loi de distribution des pressions /^, nous est com- 
pletement inconnu. Les pressions elementaires exercees par la roue SO sur 
la roue SO' sont respectivement egales et opposees aux precedentes; la 
resultante de ces pressions est done une force N', egale et directement opposee 
a la force N, et la resultante N^ des frottements aiixquels elles donnent lieu 
est egale et opposee a N /! 

Par le point A*, oii la normale N rencontre SA, je mene des per|)endicni- 
laires aux axes des deux roues; la perpendiculaire kj au plan des axes^ et la 
parallele kz a Taxe SO. 

Equilihre des forces qui sollicitent la roue conduclrke, — Determinons 
d'abord les inclinaisous des forces N et N/sur les axes kx et h}\ En appli- 
quant la formule general e de la trigonometrie sfjlieriquej 1 'angle triectrt^ 
^krux donne 

cos (N, x) ^ ~ cQsnkJC ^ sin« cos a — cosaf sin a sin B; 

Tangle triedre Skny donne egalement 

cos(N,j)=: — cos(a7Aj) = cosasinfl. 

Menons k¥L parallele a N^; Tangle triedre SkHx donne 

cos(N/i jo) = cos(HAj?) == cos a sin 9. 
Enfin 

angle HAj=(N/,j). 

Pour e valuer les moments de N et N/ par rapport a Taxe SO, je les decom- 
pose en trois forces paralleles aux trois axes k.%\ kj^ kz. La composante de 
N suivant kx donnera scule un moment; la composante de N/suivant kz 
n'en donnera pas*. Menons nl perpendiculaire au plan SA.r, np perpendi- 
culaire a SA; nl est le bras de levier de la composante de N/, parallele a kx^ 
Le triangle npl donne 

/// ^ np sill 9 ^ nS sin flif . sin 9 i= SA cos « . sin a ♦ sin 9 

kff) . .A 

= - — X sm « cos « sm t/. 

sin a 
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Je mene n\ perpendiculaire a kn; a> V est le bras de levier de la composante 
de N/, parallele a ky. Or 

«V =z cok -h A" V = cok -\- nk co^nkx = a>k -h sk sin a . cosnkx 
== oiA- H- -^^ — X sin a cos nkx^ 

sma 
V= cok\ i-f- -^ — ( — sinasina + cosa cosa cosfl) ? 

«V= cok (^cos^ a -+- sina cos a cot a cos 9). 
fi' equation des moments sera alors 

I — Pr H- N cosa sind . Ci>k 4- N/cos 9 . cok (cos^ a -h sina cosa cotacos 5 1 
+ Ny ^ x^y^ = o. 

(1) Pr=: a)/'.N (cosa sin fl -h/cos9 cos^a H-y'cota sina cosa). 

On aurait a repeter un calcul identique pour la roue SO', dependant la foi - 
mule relative a la roue conduite, peut se deduire de la figure et de la for- 
mule (A), en vertu d'une certaine analogic qu'il est facile de remaiquer, 
mais sur laquelle je n'insisterai pas. De toutes manieres, 

— Qr' H- JN' cos a sin fl . a/ k H- N'y cos Q.cak (cos^ a — sin a cos a cot a cos 9 1 

— N'/cota .sin^fl.cosa smoc.a k = o, 
ou . ^ 

(2) Qr'= JN'x «'A-(cosa sinfl -h/cosflcbs^a — /'cot a sina cosa). 

Des deux formules (1) et (2) on tire, en remarquant que N i= N' et ^ = ^, 

P sin 6 +y cos 6 cosa -f-y cot a. sin a 

, Q sin6 -hy cos6' cosar — fcoia\$ina 

Felle est la relation qui doit exister entre la puissance et la resistance, 
Jorsque ces deux forces se font equilibre et que Ton ne tient conipte que 

du frottement des dents. 

P 
Si ce frottement n'existait pas, on aurait /*= o et ^ == 1 ; done la diffe- 
rence P — Q est la force tangente F, a la circonference OA, qui equivaut an 
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fiottement. On trouve facilement que 

sin a (cold + coio') 
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Ci) 






SID ^- J COS & COS a — J t5oi a* . sin x 

Cette formule montie que le frottement sera d'autant moindre que « sera 
plus petit, ou que le contact des deux dents aura lieu sur une nioiudir 
etendue, ou encore que les dents seront plus petites. 

On peut donner une autre forme a rexpression (3). Dans le plan OS(>\ 
je mene la perpendiculaire BAG a SA. Je pose 

p = AB, p'=^ AC, p =^ Am; 



on a 



AS 



AS 



sin«^xt' cota'=:'^^ eotei^*-? 
AS p' p 



(4) 



F = 



Mi-?) 



sin -hJco&B cos a — —^ p 



Formule aussi simple que celle des engrenages cylindriques. 

On retombe, du reste, sur cette demiere formule^ en supposant ijue se 
decroisse indefinimeut eu meme temps que/?, p, p restent Hnis: k la liinite 
on a 



'«) 



F = 



r 



p, p' sont les rayons des circonfcrencc^ primitives, // la iioniialc commune aux 
deux dents, 9 Tangle de la normale avec la ligne des centres. 

Cas d^un engrenage coniqiie a dents tres-petkes , — Dans la formule (4) 
on peut, sans comniettre une erreur sensible, rem placer cos a par 1 , putsqiie 
oc est par hypothese tres-petit. On a done 



F = 



_ Q/K-;-?) 



sin "h/ cos — -^ p 



Ce qui revient a la tbrmule admise pour ce cas- 
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J;^ II. — Evaluation du traifail dujrottement dans les engrenages coniques. 
Nous avons trouve, pour la force equivalente au frottement, 



F = Q/(cot a -h cot a) -r 



sin a 



sin 6 -f-y cos cos a — J cot a' sin a ' 



si ds est relement de la circonference OA, le travail elementaire du frotte- 
inent sera l^ds. Or il existe une relation entre ^, fl, a, car la connaissance de 
ces quantites permet de construire les surfaces de dents; maSs ces sur&ces 
jouissent d'une propriete non indiquee par la construction, celle d'avoir le 
plan SAm pour plan normal. Pour determiner cette relation, je considere 
deux points A, A' {fig- i et 3) de la circonference OA, infiniment voisins, 
et par ces deux points je mene deux plans normaux a la surface de la dent 
de la roue conductrice; nous aurons 

angle ASm = a, angle ASm'= a -{- rfa, /n/w'= ds. 

Uu point S comme centre, avec un rayon egal a SA, je suppose decrite une 
sphere, qui determine le quadrilaterespherique AA'mm'. En negligeant les 
infiniment petits du deuxieme ordre, Taire AA' mm' pent etre consideree 
comme un element plan perpendiculaire au plan SAm; le fuseau Sm/w' est 
egalement perpendiculaire a ce meme plan, et la projection de Taire SA'm' 
sur le plan SAm est egale a cette aire. D'ailleurs Taire SAm est evidem- 
ment egale a la difference des projections des aires A'Sm' et ASA' sur son 
plan; d'apres cela, on trouve facilement 

- — J — t 

— a = — (a H- da) ds X sin 9. 

d'ou 

/r\ J o k d,a. col a, da i col a!, da 

(5) Ctf = SA-^^ = p r-^— = p' r~r— , 

^ sin0 ' sin0 ' sm& 

en appelant, comme nous I'avons deja fait, p, p' les portions AB, AC de la 
perpendiculaire 6C a la droite SA. D'ou Ton tire 

F6^ = Q/(pcot'aH-p'cot^a') . a.. ^ — .. *'°^ — ^ — — r; 

^^ ^" r ^ sine(sine-hyco8e.cosa— ycota'sma)' 
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partant, pour le travail du frottement relatif a Tetendue entiere de Tare Iw, 
cense limite au cone primitif de la roue conductrice, 

(6) T=Q/(pcoea + /cot^a^) T » ./ ■ . . ''V^'' 7 t— ^- 

Dans chaque cas particulier, la forme de la surface de la dent de la 
roue SO sera donnee par une relation entre fl et a, 9 =y(a). De sorte 
que rintegration pourra s'effectuer rigoureusement, ou par quadratures. 

Integration par s6rie. — Si Ton developpe Tintegrale de rt^qiiation {(y) 
d'apres la serie de Maclaurin, on trouve 

T = Q/(c cot^ a + p'cot^ a') [--^7- ' . . . X — + -^ X -X 

en appelant ^^ la valeur de 9 correspondante a a =^ o. Si a est tres- 
petit, ou si les dents sont tres-petites^ on peut se borner an [jremier teriue, 
attendu que les coefficients des puissances de a n'acquierent pas de grantles 
valeurs dans les cas ordinaires d' applications, et Ton a pour formule siiu- 
plifiee, 

. N rp i r>. ^ (pcot*a-hp^cot*a^)a\ 

^^f ^ ~ ^^^ smBo (sin 60 -^/cos J ' 

en remplaqant a^ par sin^ a, et remarquant que 

sin a cot a = - et sin a cot a' == ^ ? 

P P 

on retombe sur la formule ordinaire 

^ ^ ' a \ p p'/ sin §0 (sifl ^0 -|-y cos &o) 

Engrenages crfirifhiques. — Nous avons dc^a deduit le frottement dans 
les engrenages cylindriques du frottement dans les engrenages coniques. 
Pour deduire le travail du frottement relatif au premier systeme du travail 
du frottement dans le deuxieme, il suflfit de chercher ce que devient la 

relation 

, p cot a I 

as = ^ . ^ aa, 
sin0 ' 

XXJ^irP Cafiier. 3f 
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lorsque les engrenages coniques deviennent cylindriques. Or on a 
^ = pcotasina, dp =^ pcota cos ada, 

COS a sm d ' 
a la limite, a est nul, ^, /?, 9, p, p' restent finis, et, par consequent, 

(9) ^ = ^' 

On pent arriver directement a cette formule en menant [Jig- 4)j par deux 
points A, A' infiniment voisins de la circonference O, deux normales a la 
courbe Im, et remarquant que Am est egale a la projection de A'/?/ 
sur Am, diminuee de la projection de AA', ce qui donne 

p=ip -[- dp — dssin^y ou dp'=ids sinfl. 
Le travail elementaire du frottement sera, en se reportant a la formule (a), 

sine+zcose--^ "°^ 



^P P'^ J^ sine (sin 0+/cose-^^ 



et, pour le travail total dans tout le parcours de Im, 

(lo) T = Q/fi+l' 

L'equation 

fl =Aph 

de la courbe Im, permettra d'effectuer cette integration. 

Devehppement en serve. — La formule de Maclaurin donne ici 

^=Q/(p + 7'} [sineo(sineoV/coseo)>< r^"*""T 

si les dents sont tres-petites, on pent s'en tenir au premier terme, et Ton 
retombe ainsi sur 

T = 2//^i + 1^ ___z!___ 

2 V P P/ sin 00 (sin % -f-/cos So) ' 

autre formule connue. 
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^ III. — Application des formules precedentes a quelques cos particuiieis . 

Gas des engrenages coniques. — i**. Engrenage a flancs, — La surface 
enveloppee est un plan SOT [fig^ 6). L'angle triedre rectangle SO'wA 
donne, d'apres une formule de la trigonometrie spherique, 

tang a = tang a' cos 9 ; 

d'oii sin a cot a' = cos 9 cos a ; ce qui reduit I'integrale de la formule (6) a 

. tfl ? ou a 



cos* a dcosa 



_r ^ 

J cos' a (i -h cot' a') — cot' a' 

• 9 / Tcos'arfcosa - 7 f/ ^ t C dcosa \ 

= — siira I — i r-> = — sin^ a ( cos« H- cos* a (— » ,-, ) 

J cos a — cos' a \ J cos* a — cos" a'/ 

= — sin^a' cosa + cos^a' / -A , -\ ^ ^.Wcosa 

L j2C0sa \cosa — cosa cosa-f-cosa/ J 

. , / / cos a' 1 cos a — cos a' \ . ^ 

=: — sin^ a ( cosa H loff ; , ] H- C. 

\ 2 *^ cos a H- cos a / 

Done 

/ N ^ ^ ^/ / /x . , /( cosfl'r, /cosa — cosfl'X , /cosa-f-cosrt'\l) 

(a) T = Q/(pcot>« + p'col'«')«n»«'jcosa-.--^[log^-^^-^;3^)-log^-^^— ^ ) J], 

(P) T = Q/(pcot'« + p'cot'a')sin'«'l ^ log I" -—^^^^1— — -1 -2sin.^|. 

On pent, du reste, exprimer T en fonction de Tare .y, car la fornmle (5) 
permet d'exprimer a en fonction de s^ et donne 



sin a = sin a X sm 



\p' cosa' / 



Je ne reproduirai pas le resultat, qui est d*une assez grande complication. 

Remarque, — Le cas des engrenages cylindriques a flanes se deduit faei* 
lement de ce qui precede; car remarquant que p'cot a^^ pcot «, T equation (^) 
donne 

5a + rosr/\ 



r.. ^ y./ p" , / / , A I cos/iT, /cosa — cosfl'\ , /cos 

l=Q/(^pP-cos'«'+p'cos'a'jj_.4-cosa— ^[log^-j— ^^^^)-l06^— 



+ cos^' 
3i. 
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et, en passant a la limite, 



Or 

COS A = 



^1 4- tang* a' cos*0 
par suite, 

1. /cos a — cosa'X i 

lim ( — ) = -r—^ ; 

\ I — cos a' / sin 

done 

T = Q/(j + i)p'Mog5i-,. 

2°. Engrenage a developpantes de cones. — Ici 9 est constant, et la for- 
mule du travail pent s'ecrire ainsi : 

T— / pcot'g-hjo'cot'g^ X / ya^''/ \a~^j 

\ sin9cos0 / f . /tt \ cota' /tt \ tang0* 

t/o \2 / COS0 \2 / / 

Cette integrate rentre, comme cas particulier, dans une autre plus gene- 
rale, dont nous renvoyons T expression dans une Note speciale, placee a la 
fin du Memoire, parce qu elle se reproduit plus loin. 

Cas des engrenages cylindriques. — i**. Engrenage aflancs. — On a 

p = f' sinfl, dp = f cos flrffl, 
I'integrale de la formule (lo) se reduit a 

d'oii 

T = Q/(i + l)p'Mog^, 
formule deja trouvee. 

On obtient Texpression de T en fonction de ,f , en remarquant, soit direc- 

tement, soit d'apres la formule (lo), que — = - — fl; et Ton a 



= Q/(j^^)/Mo,(-i,). 
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2°. CrSmaillere. — Dans le cas oil la cremaillere est conduite, on a 

2 ' p 2 p 2 

Si la cremaillere conduit, on obtient T en supposant p' infini dans tes 
formules du cas precedent ; ce qui donne 

p etant alors le rayon de la roue, 

y, Engrenage a rUveloppantes de cercles. — fl est constant, et 

On est ainsi ramene a rintegrale 
ce qui donne finalement 

r-inr.i,-+7J[ T-^\—r—p '"«(^,,,,^3in.-^)J' 

4*". Engrenage afuseaux. — Si r est le rayon d'un fuseau , on a 

p=i Q,p cos 9 — r 



et 






(eosg-^)^g 



P 



Nous renvoyons a la Note citee plus haut, et qui se trouve a la liri Hu 
Memoire, pour la determination de cette integrale- Mais, ici, il n'y a aucune 

ambiguite; ear le radical \/i—s^ cos'w = y i — ^sin'm est ton jours 
reel ; desorte qu'il faut prendre la premiere forme de Tintegrale traitee dans 
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la Note indiquee. On a ainsi 



T = 



.«/(i-Hi),- 



© h cot iw log 

2 



cos m -, sin m I 



cosm 



— sin m -+- 



2 sin/7i 



\ ^^ 



sin'/w 



[ -CMp,ntang(i±^)+i-y^.-y>'» 
^sin/w tang I j H-i-l-i/ « — r,siB'^ 



-, sin wi tang I — 

~r h 

-Csinmtang^ 



Si le rayon r est assez petit pour que Ton puisse negliger les termes en -> 



?n est ici le supplement de 1' angle de frottement 

Si le rayon r est assez pe 
on a la formule approchee 

T = 4Q/ ( i + p) P- [-:- - 9 - cot™ log ^^Bi?_tfO]. 

VIS SANS FIN. 
§ I. — Recherche de Vintensite du frottement. 

Nous rappellerons que le filet de la vis, censee verticale, est {fig- 5) 
engendre par une horizontale s'appuyant sur une helice du cylindre primi- 
tif, et sur I'axe de ce cylindre; que les dents de la roue sont des cylindres 
dont les generatrices sont inclinees sur 1' horizon, du meme angle a que les 
tangentes a Thelice, et dont les bases sont les developpantes de la circonfe- 
rence primitive de la roue ; que le contact d'une dent avec le filet se trouve 
sur la generatrice zB du cylindre primitif, tangente a la circonference primi- 
tive dela roue; enfin, nous negligerons, comme precedemment , les frotte- 
ments etrangers, et nous admettrons que le mouvement est uniforme, que 
la puissance P est tangente a la base du cylindre primitjf , et la resistance Q 
tangente a la circonference primitive de la roue. 

Soient a I'inclinaison de la tangente a Thelice sur Thorizon ; co la rota- 
tion gfOB que devra effectuer la roue pour que la dent arrive a son dernier 
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point de contact B, avec la vis; R = oB rayon du cercle primitif de la roue, 
de sorte que Bb = Bq = Kco. Soit a- Tare de la circonference de base du 
cylindre primitif determine par les positions extremes B et & du contact : 
da-y dea sont negatifs. 

La vis est en equilibre sous Taction de la force P, de la pression iS de la 
dent de la roue sur le filet, et du frottement resultant Ny, dont nous aliens 
d'abord determiner la direction. Remarquons, a cet eflfet, que Telement de 
surface helicoidale en b est anime d'un mouvement suivant la tangente a 
I'helice 6T, qui est represente par la valeur absolue de la differentielle de 
Tare d'helice, ou 

rfer Rrfr^i 

cos a sin oc 

D'un autre cote, la dent bq se meut sur le filet dans la tlireclion hx\ v^v 
les elements de bq viennent successivement se placer sur le lilel : ce iiiouve- 
ment est reprcsente par la differentielle de Tare bq^ ou par B£ inultiplie par 

Tangle de contingence da cercle R^ x ^— ^ — Kcodm, Le mouvement 

relatif du filet de la vis sur la roue, supposee en repos, resultera du premier 
mouvement et du mouvement egal et directement oppose au second degre^ 
c'est-k'-dire dirige suivant bx\ Si a, 6, c sont les inclinaisons de ce mouve- 
ment relatif sur les trois axes rectangulaires bx^ by, bz, on a 

R&) d(ti — 0) sin a 



COS a = 



v^ 



sm* a 



■ — - J 



— R-; X 

, sma cos a cos a 

COS 6 = 



\/r* 



R^rfw* s/w*sin*a-hi 



sin' a 



— R-; — Xsma 

sm a sin a 

cose = 



V sin' a 



Remarque. — Le mouvement relatif dont nous venons de pai ler est le glis- 
sement de la dent de la roue sur le filet : ce glissement est done exprime par 



J^ + R^ c^dc^' = _ R i/i + a>^ sin^ OCX 4^ 
V sirr a V sin a 
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Les angles a^b^c seront les inclinaisons du frottement du filet de la yis 
sur la dent bq. Je puis supposer la puissance P dirigee suivant F horizon- 
tale by. Les composantes des forces, P, N, N/, suivant by^ sontles seules 
qui donnent des moments par rapport a I'axe du cylindre- L'equilibre de 
ces forces est done exprime par Tequation 

/ \ n N/cosa t^j . 

(i) P p==== — Nsma = o. 

^ yo)* sin' a 4- I 

La roue est sollicitee, i"" par la force Q, que Ton pent supposer dirigee 
suivant bz ; a!" par une force N' egale et opposee a N ; 3** par un frottement 
egal et oppose a N/*, c'est-a-dire ayant pour inclinaisons a, i, c sur les 
axes bx^ by, bz. La somme des composantes de ces forces Q, N', N'/ sui- 
vant bz est 

Q+ -==4^= X N/— Ncosa; 

suivant bx, 

N/wsina 



>/w* sin* a -H I 



La somme des moments de ces deux forces par rapport a Faxe O devant 
etre nulle, cela donne 

fr\ N/sina t^t \ ri . N/.wsina ^ 

(Q-t- ,— -^ r-^ NcosalRH- , -; . , - X Jla> = o, 

\ yo)' sin* a -hi / y w* sin' a -h i 



ou 



/ X r\ N/sina ^T . N/w*sina 

(2) H — — N cos a H- '-=d==== = o. 

^ y^w'sin'a-hi v'^* sin' a -hi 

Des formules (i) et (2) on deduit la relation entre la puissance et la resistance 



fcosa -h sin a \/i-h w'sin'a 



Q — /sin a — /w' sin*a-hcosa y' x -h &>* sin' a 

II faut necessairement, pour que le glissement soit possible, que le deno- 
minateur du second membre soit positif pour toutes les valeurs de e» 
comprises entre o et sa valeur lorsque le contact de la dent de la roue et du 
filet de la vis commence a avoir lieu. 



SUR LE FROTTEMENT DES ENGRENAGES CONIQUES. 249 

c- P /'cos a -h sin a ,. -i /» *. r* ^ 

5^1 a> = o, ;^ = -^ ,. . , et il faut que — / sm a -h cos a > o ou 

Q — ^sinaH-cosa ^ "^ 

tang a < - , ou a < que le complement de Tangle du frottement. 

Si le frottement etait nul ou /= o, P — Q tang a = o. La force tau- 
gentielle au cylindre primitif equivalente au frottement est done 
P — Qtanga = F, ou 

/3\ p_ Q/(i-|-a)'si n'g) 

( — f^\ua — yw' sin a -I- cos a ^i-f-w' sin' a) cos a 

§ IL — E^aluaimn du iras>aii du frottement. 

Le travail elementaire du frottement est F ( — dfr) =^ — ¥d(r=^--¥. -— r-* 
ou 

{ — fsina — /w* s\na -^ cosa V^H-rj>*sin*a) siiia 
Ce travail elementaire peuts'evaluer directement, car Fequation (2) tlonne 



]Sf=Of' v/iH-w'sin'a 



( — /sina — /a>* sina -+- cosa V^iH- w* sin*a) 



Cette expression, multipliee par Tare de glissement trouve plus haut, repro- 
duit en effet la formule ci-dessus. 
Le travail total sera ainsi : 



rr _ Q/R r — (i-4-a)'sin'a)r/a) 

^^^^ Jw ( — /sina — /V sina -H cosa V^ i -H w* sin* 



. 9 



ou 



If] T — ^-^^ r (i-ho'sin'a)rfa) 

s»n a J^ (_y'sin a — /w* sina H- cos a ^i-l-w* 



sin* a) 

integrale qui reste a evaluer. 

M. Combes n'est pas arrive a cette demiere formule, parce qu'il a suppose 
le frottement dirige suivant la tangente a Fhelice, ce qui n'a lieu, en realite, 
que lorsque le contact est en B. 

M. Guillebon, dans une note des Lecons de M. Navier, a I'Ecole des PonU 
et Chaussees, n'arrive pas non plus au resultat precedent; il est facile de 

XXXIIP Cahier, 32 
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voir que cela tient a ce qu'il emploie une decomposition de forces que rien 
lie justifie. 

Deifeloppement en serve. — La serie de Maclaurin, 

/V(x)eir=/(o)a:+/'(9^)^, 0<i, 

appliquee a Tintegrale precedente, donne 

_Q/Rr » ft)^ esinacosa(2/cosa-hMna y^iH- O^w'sin^a) 1 

■"" sin a L— /*Jn a 4- cos a ^ ( —/sin a — /w»e> sin»a -+- cos a ^i-h 9»»'sin* a)'J 
OU 

_ Q./R w r M^ 9 sin g cos a (—/sin a -h cos a) (a/cos a -h »in a ^ i -h Q^w' sin^ ^' 

""sina " (—/sin a -f- cos a) [ 2 (—/sin a — /«»0»sin»a -h cos a ^1+ 0*m' sin'aV 

Si 0) est tres-faible, ou si le contact est peu etendu, si a est assez faible, 
comme cela arrive le plus sou vent, on aura, avec un degre d'approxima- 
tion tres-sufiisant, 

(5) T= . , y^" — ., 

^ ' sin a ( — / sin a -h cos a) 

car le rapport de Terreuf commise a la valeur approchee de T est sensi- 
blemenl 

w* sin a cos a ( a/cos a -+- sin a) 
2 ( — /sin a -+- cos a) 

quantite effectivement tres-faible, puisqu'elle est du deuxieme ordre par 
rapport a o). 

La formule (5) s'obtient immediatement , en admettant que le frotte- 
ment est, pendant toute la duree du contact, le meme qu'en B, et determi- 
nant le travail de la force tangentielle a la base du cylindre equivalente a 
ce frottement. 

Integration de la formule (4)- — Par la methode d'integration ordi- 
naire, on est ramene a une equation du quatrieme degre qu'il serait diffi- 
cile de decomposer en &cteurs simples. On elude cette difficulte en em- 
ployant le procede suivant. 

Posant 

a»sinoc = cotf, 
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d'oii 



sin a sin' (p 

on trouve, par des reductions simples, 

sin « cos' 



. , / . , I . sina \ 

sin' (P I sin' (P i h sin o -p i 

^ \ ^ cos' a ' / cos a / 



'J 



L'equation 
a pour racines 



x" — -H 7^ = o 

cos a. J cos flc 



— sina-h v/4/'-+- sin' a — sina^ — 4M^-^ sin' ot 

m == -^ ? ft ^= ^ ^7 ' ' 

ay cos a 2y cos a 

La racine m est plus petite que T unite, car si Ton supposait m > i , on 
tiouveraity > cot a, ce qui est Tinverse de ce que nous avons trouve plus 
haut; d'un autre cote, on a /i > i en valeur absolue. Done 



/ , I langa -NAB C 

\ cos' a J J x^ X X — 



D 



in X — n 



I an A(f7i-f-7i) cos'asina t\ ^^ — A r« Bn — A 

A= — =z=cos a, B=— ^ ^= — T. — 9 yy= J i^= -; 

mn rnn j m — n n — m ' 

et, par consequent, 



f 



, / . , I tang a . \ 

J sin'y J sin(f J (sintp — m) J (sin^ — n) 

Or, r f4-l- = -cot<p, r4^= log tang ^ 

' J sin'9 ^' J sin 9 ^ '^ a 



•;t'*. Posant tang - = s, on trouve 



2 

/tan --' 



32. 
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3^ 



Jsin^-m ml / x-h y^T^^ X f , -^yHJ^^ X 



= — i log 

ce qui donne, finalement, 



tang -i 



^^-'^^ lans2-^~v/i-'7* 



_ i( » 

lang^ 



2 






C , / ""2 



m 



ri_ 



+ ^I — HI* I ^I i 



tang,- ^ I — 






To- 



cos' a sin a 



— Acot(p H- Blogtangi- -♦- . log ( x — == 

2 ^1 — m' V • 1 — Ui — m* I4-VI — 

' \ tang-— . ' I 1 

\ 2 m m 

- ?^ arctang/ — ^ j-arctangy/^ 

Cette formule est trop compliquee pour que Ton puisse en feiire usage 
dans les applications pratiques; mais j'ai cru devoir Texposer ici, afin de 
montrer la veritable nature de la solution generale. Pour les cas ordinaires 
et au degre d'approximation qui convient a ce genre de question, on pourra 
recourir a la formule (5) exposee plus haut. 



NOTE SUR LA DETERMINATION DE l'iNTJ^GRALE tt= | -7- ) 

J smx -hrcosx4-^ 



r (cosx-h 9) <ir 

r, q, s etant des constantes. 



Posant r = tangm, puis x -\- m = y^ on trouve facilement 

[/ + cotm . log (sin J + s cosm) "I 
/ <7 \ r dv I- 

-hi-T-^ ^cosm) /-: ^ I 
\51nm / J sin J -h f cosm J 

Pour obtenir V = / -^ ? je pose z = tang ( - | : alors on a 

J sinj^ -h 5 cosm J *^ '^ \ 2 y ' 

/ dz 
Si 



5 cosm I . . 2z 

rcosm 



SUR LE FROTTEMENT DES ENGRENAGES CONIQUES. 



2d: 



Selon que requation z^ -h H = o a ses racines reelles ou inia«:i 

* * cosm ^ 

naires, on trouve 

v/i — 5'cos*wL \ scosm 7 oy 5cosm J 



OU 



V = arc tang j 



s cosm 



^ V 5' cos' I 



Ces expressions, substituees dans w, donnent, en remplacant j et ::; par leurs 
valeurs, 



f-. 



(cosx-h q) dr 



sinx-h tang w cos x-f-y 



=zcosm\x-^ m -|-cot//ilog[sin(jrH-m}-h jcosto]J 



log 
-((/cot/?/ — jcos'w) 



^ \ 2 ) fcosm I 

"^ ' COS//J I 
y^- — I 



const 



qui est I'expression cherchee. 
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